ALGEBRAIC METHODS IN COMBINATORICS*

Dr. Christian Reiher
(GeTEXt von Xiangxiang Michael Zheng)

Wintersemester 2022 - 2023

Inhaltsverzeichnis

(1 Einfiihrung]

2 Eingeschrankte Schnitte]

[3 Geometrische Anwendungen|

[4 Der Satz von Helly|

B Der kombi r~che Nullstell |

[6 Der Satz von Chevalley-Warning|

[7 Snevilys Vermutung|

(8 Das Kakeya-Problem|
9 A |

[A Losungen zu den Ubungsblittern|

*Trotz des englischen Titels wird die Vorlesung (von Dr. Christian Reiher) auf Deutsch gehalten.

10

22

25

39

45

50

56

59

65


mailto:xiangxiang.zheng@studium.uni-hamburg.de

1

EINFUHRUNG

Dieser Kurs wird sich in drei Schwierigkeitsstufen aufteilen:

1.

1

Gewisse kombinatorische Probleme lassen sich elegant 16sen ,nur® mit linearer Al-
gebra.

Andere Probleme lassen sich nicht 16sen mit nur linearer Algebra, Tricks und Fakten
iiber Polynomringe werden dann beispielsweise notwendig.

Methoden der kommutativen Algebra werden bendtigt.

Einfiihrung

Als Geschmacksprobe fiir den Kurs werden wir zuerst die folgenden Probleme behandeln:

Problemd?

1.

Gegeben ist eine endliche Menge X. C C P (X) erfiille:
(a) Fir alle A € C ist |A] gerade.
(b) Fir alle A, B € C ist |AN B| gerade.

Wie grof ist C héchstens?ﬂ

Gegeben ist eine endliche Menge X. C C P (X) erfiille:
(a) Fur alle A € C ist |A| ungerade.
(b) Fir alle A, B € C ist |A N B| gerade.

Gleiche Frage: Wie grof} ist C héchstens?lﬂ

Sei X C R™ eine Menge von Punkten derart, dass je zwei gleichen Abstand haben.
Wie grof} ist X hochstens?

. Sei X C R” eine Menge von Punkten, bei der nun zwei Absténde auftreten. Wie

grof} ist X hochstens?

Kann man ein sogenanntes Tetraeder in endlich viele Polyeder zerlegen und diese
zu einem Wiirfel zusammensetzen?]

Es seien 13 Gewichte gegeben mit der Eigenschaft, dass wenn man ein beliebiges
auf die Seite legt, die iibrigen in 2 Mengen von 6 Gewichten mit gleichem Gesamt-
gewicht aufteilen kann. Miissen die 13 Gewichte gleich schwer sein?

Was kann man iiber {C3, Cy }-freie r-regulire Graphen mit moglichst wenigen Ecken
sagen?

Zu den meisten Problemen kann man auf simple Konstruktionen kommen.

1Zum Teil ungeldst.

2Dieses Problem ist bekannt als das ,,Eventown Problem*.
3Dieses Problem ist bekannt als das ,,0ddtown Problem®.
4Das ist Hilberts drittes Problem.
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1. Paare die Elemente von X auf (~ [|X| /2] Paare) und bilde alle méglichen Teil-
mengen dieser Paare (~ 2LX1/21),

2. Nehme als Club C die Menge aller ein-elementigen Teilmengen von X (~ |C| = | X]).

3. Fir n =1, 2,3 erhilt man mit einer Linie, einem gleichseitigen Dreieck und einem
Tetraeder eine Konstruktion mit n + 1 Punkten.

4. Fir n = 2 erhdlt man etwas besseres als in 3., beispielsweise kann eine Konfigu-
ration mit vier Punkten konstruiert werden, indem man den Mittelpunkt in das
gleichseitige Dreieck hinzufiigt. Man kriegt sogar mit den Ecken eines regelméfligen
Fiinfecks sogar fiinf Punkte hin[]

Wir werden nun nacheinander zeigen, dass diese Konstruktionen optimal sindﬁ
Satz 1.1. Seien Ay,..., A, C X, wobei

o |A;| ungerade ist fiir i = 1,...,m,

o |A; N Aj| gerade ist fiir i # j.
Dann ist m < | X|.

Beweis. O.B.d.A.sei X = [n](={1,...,n}). Betrachte den n-dimensionalen Vektorraum

mit Basis ey, ..., e,. Jeder Menge A C [n] werde der Vektor
VA = Z ej
JjeEA

zugeordnet. Das Standardskalarprodukt (z,y) ist durch (e;,e;) = 6;; gegeben. Fir
A, B C [n] ist (va,vp) = |AN B|. Insbesondere gilt

< > ungerade, 1=
VA, VA ) =
T gerade, sonst.

Noch haben wir den Koérper nicht spezifiziert, und werden nun bequemlichkeitshalber den
Korper Fy wéhlen. Dann vereinfacht sich die Gleichung zu <v A;» U Aj> = 0;,j. Die Vektoren
VA, ---,V4,, sind somit linear unabhangig, denn haben wir eine Linearkombination

m
Z o;vg, = 0,
i=1

wobei aq,...,qy, € Fq, so ist
m
0= <Z aivAi,vAj> = qj
i=1
fiir alle j = 1,...,m. Damit folgt m < n. O

5Dies ist optimal.
5Diese Konstruktionen sind nicht im Allgemeinen eindeutig. Fiir n = 7 zu der 1. Frage bildet C mit
¢ und den Komplementen der Geraden der Fano-Ebene eine optimale Konfiguration der Gréflie 23.
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Ein Standard-kombinatorischer Beweis ist auf MathOverflow| zu finden.

Bemerkung 1.2. Fiir alle A, B € [n] ist

VA + UB = VAAB,

wobei A A B die symmetrische Differenz von A und B ist. Dies zeigt, dass P (X) mit A
als Addition ein Fy-Vektorraum ist. Weiter ist

(A, B) = Paritiat von |[AN B].

Satz 1.3. Sei C C P (X) eine Menge derart, dass |A N B| gerade fur alle A, B € C ist.
Dann ist
£
IC] <2L7=1.

Beweis. Sein = |X|. Fir alle A, B € Cist (A, B) =0. Sei U C P (X) der von C erzeugte
Untervektorraum. Dann folgt (A, B) = 0 fiir alle A, B € U. Somit ist U+ D U und

n=dimUt +dimU > 2dim U.
Also ist dimU < |n/2| und |C| < |U] = 24U < 2ln/2], O
Als néchstes zeigen wir, dass die Antwort auf die 6. Frage ,,Nein lautet.

Proposition 1.4. Es seien ay,...,a2,41 € R. Wenn es fiir jedes i € [2n + 1] eine
Partition [2n 4+ 1]\ {i} = X; UY; mit |X;| = |Yi| = n und

d 4= 4

JEX; JjeY;
gibt, dann ist a1 = -+ = agpy1.
Beweis.
Beobachtung 1.5. Wenn ayq,...,a9,+1 diese Figenschaft haben, dann auch

Aaj + ..oy Aagpy1 +p (A p € R).

Wir werden zuerst zeigen, dass die Aussage fir Ny gilt, dann fiir Z, Q, und zuletzt R:
Angenommen es gibe ein Gegenbeispiel mit aq,...,a2,+1 € Ng. Wéhle ein solches mit
max {ai,...,a2,+1} minimal. Nun muss 0 € {ay, ..., az,+1} gelten, da man zu gegebenen
Gegenbeispiel durch geeignete Translation das minimale Element 0 machen kann. Wegen

2n+1
a; = a; + Z a; + Zajz Z a; (mod 2)
JEX; Jey; Jj=1
haben aq,...,as,+1 gleiche Paritit, das heifit alle sind gerade. Dann ist aber
ay A2n+1
5 g


https://mathoverflow.net/questions/230865/list-of-counting-proofs-instead-of-linear-algebra-method-in-combinatorics
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ein kleineres Gegenbeispiel. 4

Somit stimmt auch die Behauptung fiir aj,...,as,+1 € Z (wegen der Translations-
invarianz) und fir aq,...,a2,41 € Q (wegen der Skalierungsinvarianz). Angenommen
aiy,...,asn+1 ware ein reelles Gegenbeispiel und a, # as. Fiir alle ¢ € [2n + 1] schreiben
wir die i-te Gleichung in der Form (c¢;,a) = 0, wobei ¢; in der i-ten Koordinate 0, in n
Koordinaten +1 und in n Koordinaten —1 ist. Aulerdem ist (a, e, — e5) # 0.

Andererseits wissen wir: Wenn b € Q***!, (¢;,b) =0 fiir i = 1,...,2n + 1, dann
(b, e, —es) = 0.
Sei U C Q2?1 der von ci,...,conq1 erzeugte Untervektorraum. Fiir alle b € U™ ist

(b,e, — es) = 0. Daher ist e, — es € (UL)L = U. Es gibt also A1, ..., Aops1 € Q mit

2n+1

e — g = Z NG
i=1

Folglich ist
2n+1

(a,e, —e5) = Z Aia,ci) =0.4% O
i=1

Wir betrachten nun die 3. Frage.
Fakt 1.6. Haben z1,...,x,, € R" paarweise Abstand 1, dann ist m <n + 1.
Beweis. Durch Verschiebung erreicht man

Ty + -+, =0.

Fiir alle i € [m] ist
m
2
m—1=) |l —
j=1

m
=m szHQ + Z ijHQ —92 <g:l-7x1 4+ .. _|_xn>
—_—
=0

Jj=1

m
2 2
= mlzil|* + D llagll*,
Jj=1

also ||z;]|* = (m — 1)/(2m) fiir alle i € [m]. Fiir i # j ist
L= llzi = z5)* = llal® = 2 @i, 25) + g,
also (z;,x;) = —1/(2m). Betrachte die Vektoren
Yi = (ﬁ $z> € R x R"™.

Da y1,...,ym paarweise senkrecht sind, ist m < n + 1. ]
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Diese Schranke ist auch optimal: Die Vektoren

\}561, ceey \26”4_1 S
haben paarweise Abstand 1. sind paarweise senkrecht, und befinden sich in einem n-
dimensionalen, affinen Unterraum von R"+1,
Nun sei f(n) die groftmogliche Anzahl von Punkten in R™, bei denen es nur zwei Ab-
stande gibt. Die Vektoren e; +¢; € Rl (1 <i<j<n+1)haben nun die Abstinde 2
und /2 und befinden sich in einem n-dimensionalen, affinen Unterraum von R”+1,

Dies zeigt
n+1

Wir zeigen im folgenden, dass dies asymptotisch optimal ist.

RTL+1

Satz 1.7. Fir alle n € N ist

(n+1)(n+4)

Beweis. Bei ay,...,a,; € R® moégen nun die Abstédnde r,s € Ry auftreten. Betrachte

das Polynom
F(z,y) = (o= yl* =) (ll= - yl* - s?).
Es gilt
0, 1#£ ]
(rs)?, i=j.

F(a;,aj) = {

Fiir ¢ € [m] betrachte
fi(z) = F(z,a;).

Nun sind fi,..., fim € Rlxy,...,2,] linear unabhéngig, denn: Seien a,...,a, € R so,
dass ay f1+ -+ fm = 0. Durch Einsetzen von a; erhilt man a;(rs)? = 0, also a;; = 0.
Beachte, dass

fi@) = (l” = 2 as, 2) + fasl® = ) (|2l = 2 (s, 2) + as]* = 57) .

Durch Ausmultiplizieren sieht man, dass jedes der f;(x) im von

2
(I20?) " 2 ll* (1 <5 < n)2jme (1 <5<k <n)z; (1<) <n),1

erzeugten R-Untervektorraum von Rz, ..., x,] ist. Somit gilt
n+1 n+1)(n+4
f(n)§1+n+< 5 >+n+1:()2().
Damit wire der Beweis vollbracht. O
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Als néchstes wenden wir uns der 5. Frage zu. Hierfiir brauchen wir ein kleines Hilfsre-
sultat.

Fakt 1.8. Die Zahl 1/7 - arccos(1/3) ist irrational.

Beweis. Fiir jeden Winkel « ist nach dem Satz von de Moivre
cos(na) + isin(na) = (cos(a) + isin(w))",

also erhélt man durch Vergleich des Realteils

cos(na) = (cos(a))” — (’;) (cos(a))" 2 (sin(a))® + (Z) (cos(a))" ™ (sin(a))* — ...

2

= (cos(a))" — (;) (cos(a))™? (1 - (cos(a))g) + (Z) (cos(a))™™* (1 - (cos(oa))Q) -

—4

= ap (cos(a))™ + a1 (cos(a))" % + az (cos(a))" ™  + ...,

wobei ag, a1, ... € Z. Durch den binomischen Lehrsatz sieht man

a0:1+<Z>+<Z>+"':;((14'1)71“’(1—1)71):2”_1'

Setze nun a = arccos(1/3). Angenommen «/(27) = m/n mit m,n € N. Nun gilt

1 = cos(2mm) = cos(na) = g—g + 3:; + 3234 +...,
also
2"~ = qo = 3" (1—37?;—3:1— ) =9-(3"2 —a; —9as —...)
Somit ist 271 durch 9 teilbar. 4 ]

Satz 1.9 (Dehn). Es seien P C R? ein regulires Tetraeder und @ C R3 ein volumen-
gleicher Wiirfel. Es ist nicht moglich, P in (endlich viele) Polyeder zu zerschneiden und
diese zu ) zusammenzusetzen.

Beweis (Skizze). Zwei Flachen des Tetraeders schliefen den Winkel ¢ = arccos(1/3)
einm Angenommen, man kann P,Q derart in Polyedern Pi,..., P, bzw. Q1,...,Qn
zerlegen, dass P; = @ fiir alle i € [n]. Es sei M die Menge der Flichenwinkel dieser
Polyeder und V' C R der von M U{7} erzeugte Q-Untervektorraum von R. Da ¢ /7 & Q,
existiert eine Linearform f: V — Q mit f(m) = 0, f(¢) # 0. Fiir jedes betrachtete

Polyeder setze
D(R)= > lelf(ae),

e Kante von R

wobei |e| die Lange von e und a, der zugehorige Flachenwinkel ist.

"Dies lasst sich relativ elementar zeigen.
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Abbildung 1: e ist eine eingeschlossene Kante des Polyeders, welches durch die
Vereinigung der zwei Quader (gleicher Tiefe) einen Winkel von 7 erhélt.

Man kann zeigen (oder sich erschliefen), dass die Dehn-Invariante D bewegungsinvariant
und additiv ist. Zerschneiden wir ndmlich einen Polyeder P in Polyeder Pj, P», so ist fiir
die in P ,eingeschlossenen Kanten der Flachenwinkel dann 7, womit diese dann in der
Summe verschwinden wiirden. Nun ist

0=D(Q)= Y. D(Q) = Y- D(R) = D(P).

i=1
Also gilt doch f(¢) = 0, Widerspruch. O

Dehn ist tatséchlich auch so in der Art vorgegangen, auch wenn er es nicht unbedingt
so formuliert hat. ..
Wir wenden uns schliellich der 7. Frage zu:

Beobachtung 1.10. Jeder r-reguliire {C3, Cy }-freie Graph hat mindestens 72 +1 Ecken.

Level 0 x
Level 1

Level 2
Abbildung 2: Bild zu Beobachtung mit r =3

Beweis. Sei x € V(G) beliebig. x hat » Nachbarn, diese haben je r — 1 weitere Nachbarn.
Insgesamt haben wir damit
l+r+r(r—1)=r"+1

Ecken. Diese sind verschieden, da G sonst einen C3 oder Cy enthielte. O
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Fiir welche r giibe es denn solche Graphen mit genau 72 + 1 Knoten?

e r =1: Bei r? + 1 = 2 kommt man schnell auf den Graph mit 2 Knoten und einer
Kante.

e 7 = 2: Hier kimen nur Graphen, die die Vereinigung von unabhéngigen Kreisen
groBerer Liange sind, mit 72 + 1 = 5 Knoten in Frage. Also ist C5 / ein ,,Pentagon®
das einzige solche Exemplar.

e 7 = 3: Hier gidbe es den Petersen Graph G, welcher definiert ist durch

V(G) = [5]
E(G)={A,BeV(G)|AnB =0}.

Abbildung 3: Der Petersen Graph

e 4 <r <6: Existiert nichtE]
o 7 =T: Hier gibt es auch so ein Exemplar, ein recht grofies, siche Abbildung

Es stellt sich heraus, dass (bis auf eine Ausnahme) wir damit alle solche r mit entspre-
chenden Graphen betrachtet haben:

Satz 1.11 (Hoffman, Singleton). Wenn ein r-regulirer Graph auf r2 + 1 Ecken ohne
C3,Cy existiert, dann r € {1,2,3,7,57}.

Beweis. Es sei G mit V(G) = [r? + 1] so ein Graph.
Die Adjazenzmatrix A = (a;;)1<; j<y24+1 von G ist durch

{1, ij € E(G)
aﬂL?]:
0, sonst

fir 1 < 4,5 < 72 4+ 1 definiert. Der (i,j)-te Eintrag von A2 zihlt die gemeinsamen
Nachbarn von 1, j. Dies ist

8Wir werden auch gleich sehen wieso.
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Abbildung 4: Der Hoffman-Singleton Graph (Quelle: Wikipedia)

e 7 wenn ¢ = j gilt,
e 0 wenn ij € E(G), und
e 1 wenni#j,ij & E(G).
Beachte, dass wenn wir den Beweis von Beobachtung startend bei ¢ anwenden fiir

i # j,ij € E(G), j dann auf ,Level 2¢ wire, i und j also tatséchlich genau einen
gemeinsamen Nachbarn haben. Somit ist

A+ A=(r—1)-T+/ (*)

wobei I die Einheitsmatrix und J die Matrix ist, bei der alle Elemente 1 sind.
Der Vektor b= (1,...,1)" ist Eigenvektor von A zum Eigenwert 7. Sei v ein nicht zu b
proportionaler Eigenvektor von A mit Eigenwert A. Dann gilt

Av = v, A% = Al = N2,

also durch Einsetzen in (x) [A2+ X — (r —1)] v = (b,v) -b. Somit ist A2+ X — (r —1) =0,

das heif3t {1
A2 = —3 + 5\/47" - 3. (%)


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ef/Hoffman-Singleton_graph.svg
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Es seien m1, mo die Vielfachheiten der Eigenwerte A1, Ao. Dann ist

mi+mo+1=1r"+1,
)\1m1+)\2m2+r:Tr(A) =0.

Ersteres gilt, da A als reelle symmetrische Matrix nach dem Spektralsatz diagonalisierbar
ist, insbesondere die geometrische Vielfachheit mit der algebraischen iibereinstimmt.
Letzteres gilt, da die Spur einer (reellen oder komplexen) Matrix gerade die Summe
ihrer Eigenwerte ist. Setzen wir nun (x*) in die zweite Gleichung ein und nutzen dann
die erste Gleichung aus, erhalten wir

—(m1 + meo) +v4r —3- (m1 —mg) = —2r.
—_——

=—r2

Also gilt
VAr =3 - (mp —mg) = r? —2r,

wobei mq — mg € Z.

Wenn r # 2, folgt aus v4r —3 = (r2 — 2r)/(m1 — mg), dass s = /4r — 3 ganz istﬂ
Auflerdem gilt s | (r2 — 2r). Da r = (s® + 3)/4 folgt s | ((s® + 3)% — 8(s% + 3)). Somit
folgt s | (9 —24), also s | 15, das heifit s € {1,3,5,15} und r € {1,3,7,57}. O

Tatséchlich ist es unbekannt, ob es so einen Graphen auch fiir » = 57 gibt.

2 Eingeschrinkte Schnitte

Als néchstes wollen wir uns konkretere Klassen an Problemen anschauen, beginnend mit
Resultaten tiber gewisse Mengenfamilien auf einer endlichen Grundmenge.

Satz 2.1 (Erdés, Ko, Rado). Es sei n > 2k und A C [n]®) = {4 C [n] | |A| = k}. Wenn
sich je zwei Mengen aus A schneiden, dann gilt

n—1
\A|§<k_1>.

Wenn n < 2k gilt, dann hat [n](*®) diese Eigenschaft. Fiir A = {A e [n]® ‘ le A} gilt
Gleichheit, also ist diese Ungleichung scharf.

Beweis (von Katona). Betrachte alle n! Moglichkeiten, die Zahlen 1,...,n an die Ecken
eines reguldren n-Ecks zu schreiben. Wir zdhlen nun die Anzahl an Paaren zwischen
solchen Anordnungen und Mengen von A, wo die Menge als Intervall in der Anordnung
vorkommt.

9 Aus der Analysis weif man, dass die Wurzel von n € N genau dann rational ist, wenn n ein Quadrat
ist.

10
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~ 000 O -

Abbildung 5: Intervall I der Lange k (hier k = 4)

Bei jeder der Anordnungen, sind hochstens k& Intervalle in A (siehe Abbildung : An-
genommen A € A ist als Intervall I der Lange k in einer Anordnung zu finden. Da jede
andere Menge von A, welches als Intervall in der Anordnung auftritt, zudem I schneiden
muss, kommen nur 2 - (k — 1) weitere Intervalle in Frage fiir diese Mengen. Da zudem
paarweise je zwei Intervalle, die I schneiden, disjunkt sind (angedeutet in Abbildung
durch gleiche Farbe), kann pro Paar an disjunkten Intervallen nur eins in A sein. Damit
kann es zusammen mit A insgesamt hochstens 1 4 (k — 1) = k Mengen in A geben, die
in der Anordnung als Intervalle auftreten.

Andererseits ist jede der Mengen in A in n-k!(n—k)! Anordnungen ein Intervall: Es gibt
n Moglichkeiten, ab wo das Intervall fir die Menge startet, k! Moglichkeiten, die Menge
als Intervall zu ordnen, und (n — k)! Moglichkeiten, wie man die restlichen Zahlen den
Ecken zuordnet. Also gilt

n-kl(n—k)'Al <nl-k,

n! kK kin n—1
'A'SM‘n:n<k>:<k_1>'

Damit wéare der Beweis vollbracht. O

das heif3t

Satz 2.2 (alle). Sei A C P ([n]). Wenn sich je zwei Mengen aus A schneiden, dann
|A| < 2n L,
Gleichheit gilt zum Beispiel, wenn A ={A C [n] |1 € A}.

Beweis. Teile P ([n]) in 2"~ ! Paare der Form {A,[n]\ A} auf. Aus jedem Paar enthilt
A hochstens eine Menge. O

Satz 2.3 (de Bruijn, Erdés). Sind C4,...,Cy, C [n] verschieden mit |C; N Cy| = 1 fiir
alle ¢ # j, dann ist m < n.

Es gibt viele Gleichheitsfille, zum Beispiel C; = {i,n} fir i <n —1 und C,, = [n — 1].
Weitere Beispiele sind gegeben durch die projektive Ebenen.

Beweis (,, Urbeweis“). Der Fall n = 1 ist trivial, also sei 0.B.d.A. n > 2. Wenn C; = [n]
fir ein ¢ € [m], sind die anderen C; einelementig und es gilt m <2 <n. v
Ab jetzt gelte also C; # [n] fir alle i € [m]. Fir z € [n] setze

dlz)={i € [m] |z € C;}|.

11
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Abbildung 6: Fano-Ebene als Beispiel fiir eine projektive Ebene

Ist d(x) = m fiir ein « € [n], so sind Cy \ {z},...,Cp \ {x} paarweise verschiedene,
paarweise disjunkte Teilmengen von [n] \ {z} und somit m < n. Also sei ab sofort
d(x) < m fir alle x € [n]. Doppeltes Abzahlen zeigt

n

> da) =3[l

r=1

Beachte, dass fiir festes € [n] genau m — d(z) der C;’s = nicht enthalten, und fiir festes
i € [m] genau n — |C;| der Elemente von [n] nicht in C; enthalten sind. Somit ist

diz) |Ci]
2 m—d(z) 2 Cil

z€[n)i€[m]: z¢C; i€[m],z€[n]: zgC; =

Es gibt also z € [n] und i € [m] mit « ¢ C; und

d(x) |Cs| m—d(z) _n—|C
> < .
m—d@) ~n— |G| d@) |G
Also gilt
mono_m_ d(x)
d(z) ~ |G n — |Gl

Abbildung 7: Die C;’s, die x enthalten, konnen sich sonst nicht schneiden. Insbesondere
schneidet C; diese dann in verschiedenen Elementen.

Nun ist d(z) < |Cy| (siehe Abbildung (7)) und folglich m/n < 1. O

12
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Satz 2.4 (Bose). Es seien C1,...,Cy, C [n] paarweise verschieden und 1 < ¢ < n. Wenn
|C; N Cj| =t fiir alle i < j gilt, dann ist m < n.

Der Satz ist auch als Fisher’s Inequality bekannt. Ein kombinatorischer Beweis wurde
von Douglas R. Woodall in A Note on Fisher’s Inequality (1997) erbracht.

Beweis. Definiere A = (a;j)1<i<n,1<j<m € R™™ durch

1, iedCj
, sonst.

Fasst man also C; als ihre Inzidenzvektoren auf, ist also

A=(Cr ¢ o Cm)}n

Annahme. m > n.

Wiihle Vektor € R™ mit 2 # 0 und Az = 0. Nunist ' AT Az = 0. Der (i, j)-te Eintrag
von AT A ist |C; N Cj| =t. Also gilt ATA=t-J+ D, wobei

o J die (m x m)-Matrix mit allen Eintragen 1 ist, und

o D die Diagonalmatrix mit Eintragen |Ci| —t,...,|Cy| —t. Diese sind nicht-negativ
und, bis auf héchstens eine Ausnahme, positiv.
Schreibe z = (21,...,2,) . Nun ist
m 2 m
e Jr = <Za:,> , a;TDx:Z(]CH —t) 2
i=1 i=1

und folglich

m 2 m
t- (ZI'Z) —|—Z (|Cz| —t) 1'22 = 0.

=1 i=1 >0 und > 0 bis auf hochstens eine Ausnahme

Damit die linke Seite Null ist, muss insbesondere die Summe der x;’s Null sein. Da aber
x # 0 gilt, miissen mindestens zwei Komponenten nicht Null sein, wobei das Quadrat
von mindestens einen davon im hinteren Term einen positiven Vorfaktor hat.

Also gilt doch 1 =--- =, = 0. % O

Definition 2.5. Es seien L C Ny und A C P (X). Wenn |AN B| € L fiir alle A # B
aus A heit A L-schneidend.

Beachte wie dies die Situation von den bisherigen Satzen wie dem [Satz von Erdos, Ko|
verallgemeinert. Dieser behandelt beispielsweise den Fall L = N.
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2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Satz 2.6 (Frankl & Wilson). Sind L C Nj eine s-elementige Menge und A C P ([n]) ein
L-schneidendes Mengensystem, so gilt

Al < (72)*(521)*"*(3)‘

Gleichheit gilt zum Beispiel wenn L = {0,1,...,s — 1} und A= {A C [n] | |A] < s}.

Beweis. Essei V der von allen [];c 4 x; mit A C [n], |A| < s erzeugte R-Untervektorraum
von R[zy,...,z,]. Offenbar gilt

dim(V) = (Z)*(:J*"*(Z)

Zu jedem Polynom P € R[z1, ..., x,] mit grad(P) < s gibt es ein Polynom P € V mit

P(z1,...,2y) = P(z1,...,2p)

fir alle (z1,...,2,) € {0,1}". Man findet P, indem man in P jedes Monom R

r
mit 43 < -+ <y, ay,...,a, > 0 durch x;, - ... ;. ersetzt.
Schreibe nun A = {4;,..., Ay} mit |A;] < |As| <--- < |Ay|. Fir ¢ € [m], setze

Px)= [ (&.4) =N,
AEL,A<| A
wobei wir wieder A; mit ihrem Inzidenzvektor identifizieren. Fiir alle 4, j € [m)] ist
P(A)) =P (4= I (4in4;-N.
)\EL,)\<|AZ"

Falls j < i, ist |A; N A4;| < |A;] (da |A;] < |A;| und A; # A;) und somit P;(A4;) = 0.
Auflerdem gilt )
BA)=[I (al-x#o.

AELA<|A;|
Annahme. Py, ..., P,, sind R-linear abhingig.
Wiahle a1, ..., a, € R, nicht alle Null, mit

m ~
Z (673N PZ =0.
i=1
Sei j € [m] minimal mit a; # 0. Dann ist
> o Bi(Aj) + a;Pi(Aj) + > i Pi(Aj) = 0.4
i<j 7 , _— =
=0 nach Wahl von j £0 =0
Somit sind Py, ..., P, linear unabhéngig, also

mgdim(V):<Z>+<Sﬁl>+...+<g>' ]

14



2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Als néchstes werden wir die Abschéitzung zu |A| < (7}) verbessern, falls A C [n]*) fiir
ein k € [s,n] gilt. Dies erfordert jedoch umfangreiche Vorbereitungen.

Definition 2.7. Es seien A C P ([n]) mit s < n. Man nennt A s*-abhdingig, wenn es
reelle Zahlen A4 (A € A) mit

> Aa=0 (%)

AcA und XCA
fir alle X C [n] mit |X| < s gibt, die nicht alle Null sind.

Intuitiv kann man sich das so erkldren: Man betrachte die Matrix M mit (}) +--- + ({)
Zeilen, indiziert durch {X C [n] | |X| < s}, und |A| Spalten, indiziert durch .4, und setzt

1, XCA

Mx A=
0, sonst.
Dann ist A genau dann s*-abhéngig, wenn die Spalten von M linear abhéngig sind.

Bemerkung 2.8. Fiir |A| > (}) +--- + ({) hat das lineare Gleichungssystem (x) mehr
Variablen als Gleichungen und mithin eine nicht-triviale Losung, das heiffit A ist s*-
abhéngig.

Satz 2.9. Es seien Aj,...,A,, C [n| paarweise verschieden und P,..., P, C R[z]
Polynome vom Grad hochstens s. Es gelte

Pi(|Ain A;]) =0

fiir j < ¢ und
Pi(JAi]) # 0
fir alle ¢ € [m]. Dann ist A = {4;,..., A,,} s*-unabhingig.

Beweis. Andernfalls gibe es A\1,..., A\, € R nicht alle Null, mit

> =0

i€lm]: XCA;

fir alle X C [n] mit | X| < s. Fiir alle 7 und j mit 0 <r < s und j € [m] ist

> >, =0

XEA<T) Z’G[m}: XQA,L
J

|A1'QAJ") mal vor. Also gilt

n A;NA;
Z)w,(‘ il J‘)ZO.
r

i=1

Der Summand \; kommt hier (

15



2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Nun ist (§), ..., (9" eine Basis des R-Vektorraums {P(x) € R[z] | grad(P) < s}.
Das heifit man kann jedes P(z) € R[z] mit grad(P) < s als

P<x>=ﬁs<§>+..-+ﬁo<§>

fiir gewisse fs, ..., 80 € R schreiben. Nun ist

3" P(140 A; DA —ZZBTCA n4 ')

i=1 i=1r=0
- iﬂr (f: <|Al A Aj|>)\i>
r=0 =1 r
=0
=0.

Fiir alle P € R[z| mit grad(P) < s und alle j € [m] ist also

=1

Wahlt man aber speziell j € [m]| maximal mit A\; # 0 und P = P;, so erhilt man

S P14 N A ) X+ Pi(| A DA+ D Pi(JAi N Ajl) A Qi =0,

1<j

=0 #£0 i>j :O
Widerspruch. O

Folgerung 2.10 (Frankl & Wilson). Es sei L C Ny, |L| = s. Jedes L-schneidendes
Mengensystem A C P ([n]) ist s*-unabhéngig. Insbesondere gilt

<) ()

Beweis. Schreibe A = {A1,..., Ay} mit |Aq] < JAg] < -+ < |A,,]. Setze

Pi(z) = H (x —A).
)\EL,)\<|A¢‘
Offenbar ist grad(P;) < |L| = s. Fiir j < i ist |A; N A;| € L und |A; N A;] < |A;], also
P;(JA; N Aj]) = 0. AuBerdem gilt
riah = TI (4l-N 0.

AELA<|A;]

Nach Satz ist A somit s*-unabhingig. Benutze dann Bemerkung O

0Tm Sinne der Definition des Binomialkoeffizienten aus der Analysis.
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2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Definition 2.11. Es sei A C P ([n]) ein Mengensystem und s < n. A heiit s-abhdangig,
wenn es reelle Zahlen py (A € A) mit

Z pa =0

AeA und XCA
fiir alle X € [n](®) gibt, die nicht alle Null sind.

Wie in Bemerkung E zeigt man: Wenn |A| > ( ) gilt, dann ist A s-abhéngig. Klar ist
zudem, dass wenn A s*-abhéngig ist, A insbesondere s-abhéngig ist. Folgendes Lemma
liefert, dass auch in besonderen Féllen die Riickrichtung gilt:

Lemma 2.12. Es seien s < k <nund A C [n](k). Wenn A s*-unabhéngig ist, dann ist
A auch s-unabhéngig.

Beweis. Seien pg (A € A) reelle Zahlen mit

Z pa =10

A€EA und XCA

fiir alle X € [n]®). Fiir alle Y C [n] mit |Y] < s gilt dann

> >, pa=0

XDY,|X|=s A€A und XCA

@/

Abbildung 8: Situation im Beweis von Lemma 2

ki‘y‘) mal vor.

Fir Y € A kommt p4 links nicht vor. Fiir Y € A kommt p4 genau (S_|Y|

Also ist
s =Y1) yenia YCA

17



2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Dak—|Y|>s—|Y]>0,ist (’Z:M) # 0. Dies zeigt
Z na =20
AcAund YCA
fir alle Y C [n] mit |Y] < s. Da A s*-unabhéngig ist, folgt ug =0 fir alle A € A. O
Der néchste Satz ist ein sehr wichtiges Resultat.

Satz 2.13 (Ray-Chaudhuri-Wilson). Es seien L C Ny, |L| = s und k > s. Fir jedes
L-schneidende Mengensystem A C [n]®) gilt |A] < (7).

Beweis. Nach dem [Satz von Frankl und Wilson|ist A s*-unabhéngig. Nach Lemma [2.12
ist A auch s-unabhéngig. Folglich ist [A] < (). O

Beispiel 2.14. Es ist k¥ > s > 1 und n > 4k. Dann gibt es ein {0,1,...,s — 1}-
schneidendes Mengensystem A C [n]®) mit

n S
Al > (=) .
4> (5)
Die Schranke von Satz ist also asymptotisch fiir feste kK > s > 1 optimal.

Beweis. Nach dem Bertrandschen Postula@ existiert eine Primzahl p mit
U
b= L

Fiir jedes Polynom P € [F,[z] betrachten wir A(P) = {(¢, P(¢)): § € [k]}H
Dies ist eine k-elementige Teilmenge von [k] x Fp,, wobei |[k] x F,| =p -k < n.
Fiir verschiedene P, Q) € F,[z] ist

[AP)NAQ)] = {E € [K] | (P —Q)(§) =0} < > pe < grad(P — Q),
£e[k]: (P=Q)(£)=0

wobei ji¢ die Vielfachheit einer Nullstelle £ von P — @ ist.
Somit ist A = {A(P): P € Fp[z],grad(P) < s} ein {0,1,...,s — 1}-schneidendes Men-
gensystem. Auflerdem gilt
n S
=p° — ) . O
A =p> ()

Lemma 2.15. Seien k,s € No,n > k4 s und F ein Korper. Ferner sei a: P ([n]) — F
eine Funktion mit

(a) a(U) =0 far |U| > s,
Dann gilt o = 0.

"Ein Beweis ist gegeben in Das BUCH der Beweise von Martin Aigner und Giinter M. Ziegler.
12Mit P(¢) ist dabei natiirlich die Auswertung von P in der Restklasse von & gemeint.
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2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Beweis. Betrachte ein Gegenbeispiel mit minimalem k. Seien X C Z C [n] Mengen mit
(X =k, [Z] =k +s.

Behauptung. Fiir jede Menge T C Z ist

O )

XUTCYCZ 0, sonst.

Beweis der Behauptung. Setze S = Z\ (X UT). Jede Menge Y, die auf der linken Seite
vorkommt, kann man eindeutig in der Form (X UT)W S’ mit S’ C S schreiben. Daher
ist die linke Seite

Z (—1)\XT = Z (—1)l((XUT) U SNX]

XUTCcYCZ S'CS

= (—1)I(XUTNX] Z (—=1)I¥
s'Cs

o {(3)-(2)+())
= (_1)|T\X| (11— 1)IS\
{(—1)8, XuT=12

0, sonst.

Nun ergibt das

TCZ \XUTCYCZ

=Z( > <—1>'Y\X)a<T>

—

*

= (-1 > o)

~

denn aus X UT folgt |T'| > |Z \ X| = s. Also gilt (b) auch fir alle X C [n] mit |X| = k.

Fall 1: £ > 0. Dann ist kK — 1, s+ 1, « ein kleineres Gegenbeispiel, was der Minimalitét
von k widerspricht.

Fall 2: k£ = 0. Dann gilt a() = 0. Wéhle X mit «(X) # 0 und |X| minimal. Nach (a)

ist 0 < |X| < s. Nach (b) ist 3 pcy a(T) = 0. Fiir T' C X ist zudem o(T) = 0
(nach der Minimalitat von | X|). Also ist a(X) =0. %
Damit wére der Beweis vollbracht. O
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2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Lemma 2.16. Es seien p eine Primzahl und k,s,n € Ny mit p > k,s > 0und n > k+s.
Setze Q0 = {0,1}". Definiere f: Q — F, durch f(x1,...,2,) = ¥, 2; — k. Fiir B C [n]
setze xp = [[;cp ®;- Dann ist

{zp-f|BCn|]und |B| < s}
linear unabhéngig in Fg.

Beweis. Andernfalls gébe es ein von Null verschiedenes a: P ([n]) — F, mit
(a) «(B) =0 falls |B| > s, (b) Xpcpm(B)-zp- f=0 (in FS).

Sei K C [n|,k < |K| < k + s. Setze das zu K zugehorige Element in (b) ein. Da
f(K) = |K|—Fk # 0, zeigt dies

> a(B) - zp(K)=0.
BC|n]
Da aber zudem

mB(}():{l, BCK

0, sonst

gilt, erhalten wir

Z a(B) =0.

BCK
Nach Lemma [2.15] ist also doch o = 0. % O

Als néchstes beweisen wir einen zentralen Satz, welcher — bis auf ein paar Ausnahmen —
alles zuvorige verallgemeinert.

Satz 2.17 (Alon-Babai-Suzuki). Es seien p eine Primzahl, L C F,,|L| = s und k eine
natiirliche Zahl mit k ¢ LH Ferner seien n > k + s und A C P ([n]) ein Mengensystem
mit:

o Firalle A e Aist |A| =k (mod p).
 Fiir alle verschiedenen A, B € Aist |[AN B| € L.
Dann gilt |A| < (7).
Beweis. Seien Q ={0,1}", f: Q@ = F, und 25 = [[;c5 =i wie in Lemma Der von
{zp | B C [n| und |B| < s}

erzeugte F,-Untervektorraum von Fg heifie V. Schreibe A = {Ay,..., A} und wihle
P,..., P, €V so, dass fiur alle z € Q)

Pi(x) = [T (@, 4) - A)

AEL

gilt, indem du wie im Beweis von Satz [2.6] Exponenten hoherer Ordnung ignorierst.

3 Natiirlich in dem Sinne, dass k’s Restklasse nicht in L ist.
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2 EINGESCHRANKTE SCHNITTE

Behauptung. {P; |i € [m|}U{zp - f| B C [n] und |B| < s} ist linear unabhéngig.
Beweis der Behauptung. Seien o, ..., am,(B) (B C [n],|B| < s) aus [, mit

m

i P+ > B(B)-ap-f=0.

i=1 BC[n],|B|<s

Sei j € [m]. Da |A;| = k (mod p) ist f(A;) = 0 und somit «; - Pj(|4;|) = 0, das heifit
aj = 0. Nach Lemma [2.16] ist auch 3(B) = 0 fiir alle B C [n] mit |B| <s. O

Somit haben wir

m+(sfl>+---+<g> < dim(V) = <2)+<SL)+---+<§),

das heiBt m < (7). O

Beachte, dass die Bedingung k ¢ L notwendig ist, wie Satz zeigt. Neben Satz
erhalten wir den folgenden Satz als Konsequenz:

Satz 2.18. Es seien p eine Primzahl und
AC [dp—1)®r- Y

ein Mengensystem mit |A N B| # p — 1 fiir alle A, B € A. Dann ist

4p — 1
Al < ( P ) .
p—1
Mit Hilfe der Stirling’schen Formel kann man |A| < 1.8*7~! abschitzen. Meistens geniigt,

dass es ¢ > 0 mit |A| < (2 — )~ gibt.

Beweis. Wende Satz mit L ={0,1,...,p— 2} und k = p — 1 an. Fir alle verschie-
denen A, B € Aist |ANB| € L+ pZ. O

Ohne Beweis erwihnen wir eine ,stérkere* Version des Satzes [2.18}

Satz 2.19 (Frankl & Ro6dl). Fiir alle 0 < o < 8 < 1 existiert ein € € (0,1) derart, dass
jedes Mengensystem A C [n]P™ mit [AN B| # |an] fir alle A, B € A héchstens die

Grofle

hat.

Der Beweis ist lang und hat leider wenig mit Algebra zu tun, weswegen wir ihn nicht
behandeln werden.
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3 GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN

3 Geometrische Anwendungen

Fir n € N sei G,, der Graph mit V(G,,) = R" und E(G,) = {zy: [z —y| = 1}.

Die chromatische Zahl x(G,,) ist die kleinste Zahl p € Ny derart, dass man die Punkte des
R™ so mit p Farben férben kann, dass je zwei Punkte x,y mit ||z — y|| = 1 verschieden-
farbig sind.

A
7

2 3

1
1

1

m

= m

Abbildung 9: Farbung fiir Gy

Beispiele. Fiir n = 1 koénnen wir eine Farbung angeben, die zeigt, dass x(G1) = 2 gilt.
Fiir n = 2 ist dieses Problem, bekannt als Hadwiger-Nelson Problem, bereits ungelost.
Man kann sich aber relativ schnell erschlieien, dass x(G2) > 4 ist (siehe Abbildung [10):

TN

Abbildung 10: Konfiguration fiir x(Ga) > 4

Angenommen es gidbe eine 3-Farbung von G,. Dann miissten in einem gleichseitigem
Dreieck mit Seitenldnge 1 die Ecken unterschiedliche Farben besitzen. Betrachtet man
also zwei solcher Dreiecke, die eine Seite teilen, so miissen die Ecken mit Abstand /3
dieselbe Farbe besitzen. Insgesamt miissen also Punkte mit Abstand v/3 immer gleichge-
farbt sein. Aber dann ist der Punkt, welcher zum einen Punkt Abstand 1 hat und zum
anderen Abstand /3, nicht farbbar. %

Aubrey de Grey zeigte kiirzlich sogar x(G2) > 5, wobei er hierfiir eine Konfiguration mit
mehreren 1000 Punkten fand.

Auch bekannt ist, dass x(Gz) < 7 gilt, indem man die Ebene mit Hexagons geeigneter
Grofle iiberdeckt und wie in Abbildung [11] diese dann farbt.

Fiir n = 3 weil man 6 < x(Gs) < 15.

Fakt 3.1. Fiir alle n € N ist x(G,) < 9"

Beweis. Siehe [Blatt 3, Aufgabe 4] O

Lemma 3.2. Fiir jede Primzahl p ist x(Gap—1) > (3/2)".

Beweis. Es sei p: R¥~1 — [t] eine Farbung mit ¢(x) # ¢(y) wann immer ||z — y|| = 1.
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3 GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN

Abbildung 11: 7-Farbung Gy (Quelle: Wikipedia)

Uns interessieren die (gg :i) Punkte in

1
A:{—-A‘Aezl - ey,
V2p =1l

wobei A mit dem zugehorigen 0-1-Vektor identifiziert wird. Fiir 7 € [t] setze

A, = {A € [4p— 1)V | <¢% - A> _ T} .

Fir A, B € A; ist ||A — B|| # +/2p und folglich

2p # ||A = B|* = | AI* = 2(A,B) + | B|* = 2(2p - 1) = 2|AN B,
das heifit |A N B| # p — 1. Nach Satz ist also |A;| < (%—_11) fir alle 7 € [t].
Somit gilt

t>

T @D @r-1)-op

O]

4p—1

(p1) _ (p=1)!3p)! _3p-...-(2p+1) - <§)p
5) -

Tatsdchlich konnte man auch den Satz beweisen mit Satz [2.19 und héatte so direkt eine

Aussage fiir alle Dimensionen.

Folgerung 3.3. Es gibt eine Konstante ¢ > 1 mit x(G,) > ¢".

Beweis. Setze ¢ = /3/2. Fir n < 8 ist x(R™) > 2 > ¢". Sei nun n > 8. Nach dem
Bertrandschen Postulat existiert eine Primzahl p mit

g P>

Nun haben wir damit nach Lemma [3.2]

p
X(G) = X(Gapr) > (§) _ s -
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3 GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN

Dies stimmt sogar fiir ¢ = 1.2.
Als néichstes beschiftigen wir uns mit einem Problem von Borsul{ %}
Der Durchmesser von () sei Null und fiir nicht-leere A C R"

diam(A) = sup { |« — yl| | 2,y € A}

Borsuk vermutete: Wenn A C R™ endlichen Durchmesser hat (also beschrinkt ist), dann
gibt es eine Partition A = A1 U...U A, 41 mit diam(A4;) < diam(A) firi=1,...,n+ 1.
Dies ist notwendig, wenn man sich beispielsweise regulire Tetraeder betrachtet.

Abbildung 12: Ein gleichseitiges Dreieck lasst sich nicht in zwei Mengen partitionieren
mit kleinerem Durchmesser.

Tatséchlich ist aber die Vermutung falsch.

Satz 3.4 (Kahn, Kalai). Es sei p > 13 eine Primzahl. Dann ist Borsuks Vermutung fiir
n = (*;1) falsch.

Beweis. Setze d = 4p—1 und arbeite mit RA® statt R™. Ordne jeder Menge A € [d]?P—1)
die Menge

o(4) = {{z,y} € [P |z e A,y ¢ A}

zu. Man kann sich ®(A) als die Kanten des vollstdndig bipartiten Graphens mit Parti-
tionsklassen A und [d] \ A ansehen. Sie entspricht auch einem 0-1-Vektor in RA®
Setze

A={o(4)]Ae @1} c R,

Beachte, dass wegen d — (2p — 1) = 2p wir ||®(A)|* = |A| - |[d]\ A = (2p — 1) - 2p fiir
alle A € [d)?*P~1 haben. Zudem lassen sich fir A, B € [d]?P~1 die Elemente {z,y} €
®(A)NP(B) in zwei Kategorien einteilen: Die Elemente, wo z € ANB und y € [d]\(AUB)
ist, und die, wo wir x € A\ B und y € B\ A haben.

Damit ist fiir alle A, B € [d](?~1)

12(4) — 2(B)|I* = [ @(A)|* — 2 (©(4), &(B)) + | &(B)]
=2-(2p—1)-2p—2[®(A) N &(B)|

MDer Mathematiker, nach dem der Satz von Borsuk-Ulam unter anderem benannt wurde.
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4 DER SATZ VON HELLY

—4p-(2p—1)=2(|ANB|- (AN B|+ 1)+ ((2p = 1)~ [AN B))’)
:jl(4p—1)2—4[]AﬂB]—( —i>r.

Beachte, dass |[d] \ (AUB)|=d—|AUB|=d—(|A|+|B|—|ANBJ|) =1+|AN B gilt.
Also ist ||®(A) — ®(B)|| genau dann maximal, bzw. nimmt den Wert von diam(.A) an,
wenn ||AN B| — (p — 3/4)| minimal ist, das heiit wenn [ANB| =p — 1.

Ist also A = A U...U A, eine Partition mit diam(A4;) < diam(A) fir i = 1,...,m, so
muss dann fiir alle A, B € [d]*?~1) mit ®(A),®(B) € A; |[ANB| #p — 1 gelten.

Nach Satz ist also |A;| < (%’:11) fir alle ¢ € [m]. Somit gilt

(h=1) _ (4p—1
Z 4p—1 > 2
(pfl)

flir p > 13. Daher widerspricht A Borsuks Vermutung. O

>+1:n+1

Insbesondere ist Borsuks Vermutung fiir n = (521) = 5125 = 1275 falsch. Der Weltre-
kord im Widerlegen der Vermutung liegt bei n = 64@ Also kénnte theoretisch Borsuks
Vermutung fiir Dimensionen kleiner gleich 63 richtig seinm

Es sei f(n) die kleinste Zahl, sodass jede beschrinkte Menge A C R"™ eine Partition
A= A1U...UAfq,) mit diam(A;) < diam(A) fiir alle i € [f(n)] besitzt. Obiger Beweis
zeigt: Es gibt ¢ > 1 mit f(n) > ¢V”. Man wei auch, dass es eine Konstante ¢ > 1 mit
f(n) < ()" gibt. Ob tatséchlich \/n oder n im Exponent optimal ist, ist bis heute offen.

4 Der Satz von Helly
Eine Menge K C R” heifit konvex, wenn fiir alle p,q € K auch pg C K gilt, wobei

pg={ p+(1—-Ng[Ae0,1]}.
Die konvexe Hiille von A C R™ ist

H(A) = N K.
KCR": K konvex & ACK

Der Schnitt ist nicht leer, da K = R"™ stets konvex ist und A enthélt. Offenbar ist H(A)
konvex, genauer die kleinste konvexe Menge, die A enthélt.

Lemma 4.1. Sei A C R" nicht leer. Dann ist H(A) die Menge aller Y ;" \;a;, wobei
Ayeey Am €0,1,37% A = 1 und ay, ..., am € A.

Beweis. Wir zeigen zuerst durch Induktion nach m, dass die angegebenen Punkte zu
H(A) gehoren.

5Siehe A 64-dimensional two-distance counterezample to Borsuk’s conjecture (2013), Thomas Jenrich.
16Sehr unwahrscheinlich.
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m = 1: Trivial.
m—1~>m: O.B.d.A. sei A\, # 1. Nun ist

Aar+ -+ A 1@m—1

b=
M+ Amo

nach Induktionsannahme in H(A) und
Arar + -+ Apam = (1 = Ap)b+ Anam
liegt auf der Strecke ba,,, gehort also auch zu H(A).

Nun zeigen wir umgekehrt, dass die Menge der genannten Punkte konvex ist. Hierfir
betrachten wir die Punkte p = Aa; + -+ 4+ Amam und ¢ = pu1by + -+ - 4+ pgby, wobei
Alyeeoy Ay Ly ey i > 0,00 A = EJ 1y =1und ai,...,am,b1,...,b; € A. Jeden
Punkt 2z € pg kann man in der Form z = (1 — v)p 4+ vq mit v € [0, 1] schreiben.

Es gilt dann

m k

Z(l—l/ )\a,—i-Zl/M]

=1 7j=1

und wegen
m k
Z(l—v))\i—i—ZVuj:(l—v)—i—l/:l
i=1 j=1
hat auch z die gewiinschte Form. O

Satz 4.2 (Carathéodoryﬂ). Es sei A C R" nicht leer. Fiir jeden Punkt z € H(A) gibt
es A, .., Anr1 €[0,1] und ag, ..., an41 € A und 2PN = 1,50 N = 2.

Der Unterschied zu Lemma besteht also darin, dass m gleichméfig durch n + 1
beschrankt wird.

Beweis. Sei k € N minimal derart, dass es A1,...,A\x € [0,1] und aq,...,a; € A mit

¥ A =1und Y%, Ma; = 2 gibt. Wegen der Minimalitét gilt Ap, ..., A\x > 0.
Angenommen k£ > n + 1. O.B.d.A. sei k = n + 2, sonst fithre das untere Widerspruch-
sargument durch fiir A\1/s,..., A\pt2/s € [0,1],a1,...,an+2 € A und

n+2

ZAG’M

wobei s = Z"+2 Ai- Da a; — apqo,...,6n+1 — ant2 linear abhéngig sind, gibt es pq, ...,
tn+1 € R, die nicht alle Null sind, mit

n+1

Z ,U/z P an+2 =0.

"Hat nichts mit dem Satz von Carathéodory aus der MaBtheorie zu tun, ist aber dieselbe Person.
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Setze pinio = — >r4! p;. Dann sind

n+2 n+2

ZMZ:O, Zuiaizo.
i=1 i=1

Setze T ={r e R|Vi€ [n+2]: \j + 7p; > 0}. Wegen 0 € T ist T # (. AuBerdem ist T
abgeschlossen und 7' # R. Wahle jetzt 7. € T N OT.
Setze N) = X\j + Tup; fir i = 1,...,n+ 2. Dann ist A},..., A, >0,

n+2 n—+2 n-+2
!
SRS WP S
i=1 i=1 i=1
H/l_/ \,0_/

und
n+2 n-+2 n-+2

Z )\gai = Z NiQi +Tx Z Wity = 2.
i=1 i=1 i=1
—— H,O_/
=z =
Wegen der Wahl von 7, muss aber )\2 = 0 fiir ein ¢ € [m] gelten. Also ist einer der Punkte
ai,...,an4o Uberfliissig, was aber der Minimalitdt von k widerspricht. ]

Man kann sich natiirlich fragen, ob die n + 1 im Satz [£.2] iiberhaupt notwendig sind.
Dies ist tatséichlich aber der Fall. Man nehme hierfiir beispielsweise in R? die Ecken
v1,v2,v3 € R? eines gleichseitigen Dreiecks mit dem Mittelpunkt als Ursprung. Dann
kann die Null nur durch die Konvexkombination 1/3 - v +1/3 - v9 + 1/3 - v3 dargestellt
werden. Diese Konstruktion lésst sich dhnlich in héheren Dimensionen verallgemeinern.
In bestimmten Féllen sind aber auch n Elemente in der Konvexkombination hinreichend:

Satz 4.3. Wenn A C R" hochstens n Zusammenhangskomponenten hat, dann gibt es
fiir jeden Punkt z € H(A) Zahlen \y,...,\, € [0,1] und ay,...,a, € A mit
n

n
)\i = 1, Z)\Zal = Z.
i=1

Beweis. Fir n = 1 trivial: Die Voraussetzungen implizieren dann némlich, dass A zu-
sammenhéngend und damit A = H(A) ist.
Seinunn > 2. O.B.d.A. ist z = 0, sonst verschiebe das ganze Geschehen in den Ursprung.
Nach Satz [£.2) gibt es A1, ..., Apy1 € A mit

n+1 n+1

Z)\izl, Z)\iai:().
i=1 i=1

Weiterhin dirfen wir A1,..., A\p,4+1 > 0 annehmen, da wir sonst fertig sind. O.B.d.A.
liegen a1, ay in der gleichen Zusammenhangskomponente von A. Setze

n+1
C= {— > piag
1=2

i=1

lug,...,,un+1>0}.
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Wegen
7’L+1 )\Z
a; = — Z — - a;
=M
ist a1 € C.
Abbildung 13: Skizze zum Beweis von Satz in R?
Fall 1: ay € C. Dann gibt es puo > 1 und ps, ..., ip+1 > 0 mit

Fall 2:

Damit wire der Beweis erbracht.

n+1

Z HiQi; = 0.
=2

Setze s = Z?:'Bl 1i. Dann ist

wie gewiinscht.

as & C. Da a; und ag der gleichen Zusammenhangskomponente angehéren,
existiert ein Punkt p € ANJC. O.B.d.A. gibt es pus, ..., tin+1 > 0 mit

n+1

p==) Hiai.
=3

Setze s =1+ 2?231 ;. Dann ist

1 n+1Mi
S i—3 S

wie gewiinscht.
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Folgendes Lemma scheint offensichtlich, ist aber ohne obige Sétze ,,aus dem Stand“ nicht
ganz einfach zu beweisen.

Lemma 4.4. Fir jede kompakte Menge K C R™ ist H(K) kompakt.

Bewets. Die Menge

A= {(Ah SRR ATl-l-l) € [07 1}”4’1

n+1
}:&:1}

=1

ist kompakt. Folglich ist auch A x K™! kompakt. Die Funktion

n+1
A x Kn+1 — Rn, (()\1, ey >\n+1)> (al, .. ,an+1)) — Z Aia;
i=1
ist stetig. Daher ist ihr Bild kompakt. Nach Satz ist dieses Bild H(K). O

Fiir z,y € R" schreiben wir d(z,y) = ||z — y|| fiir ihren Abstand. Fiir x € R" und K C R"
setze
d(x, ) = inf {d(z,y) |y € K}

Lemma 4.5. Es sei K C R"” kompakt. Fiir jeden Punkt z € R™ existiert y € K mit
d(xz,K) =d(x,y). Wenn K zusitzlich konvex ist, ist y eindeutig bestimmtm

Beweis.

Existenz: Sei x € R™ fest. Die Funktion f: K — R,y — d(z,y) ist stetig. Nach
einem Satz von Weierstrafl nimmt f einen minimalen Wert an.

Eindeutigkeit: Seien y,y’ € K Punkte mit d(z,y) = d(z,y’) = d(z, K) und K konvex.
Dann ist (y +y')/2 € K, da K konvex ist, und

(d(x’yw’))Q _ ’ (z—p)+ =y
2 2
<’@—y%ﬂw—y)2 ’@—y%ﬂx—y)Z
- 2 2
_ =yl +llz—y)?
2
= d(x,y)%.
Also ist d(z, (y +v')/2) < d(z,y), Widerspruch, oder y = v/ O

8Djes ist im Allgemeinen nicht der Fall, beispielsweise wenn man K als Kugelfliche und z als Mit-
telpunkt nimmt.
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Abbildung 14: Eindeutigkeit in Lemma fiir R?

Lemma 4.6. Es seien z € R", K C R" und « ¢ K. Der Punkt y € K erfiille d(x,y) =
d(xz, K). Wenn 5z C K fiir alle z € K, dann ist K in dem Halbraum

{zeR" | (z—y,y —x) >0}
enthalten.

Beweis. Sei z € K beliebig. Fiir alle e € (0, 1] liegt ¢ = (1—¢)y+ez = y+e(z—y) auf 5z,
gehort also zu K. Daher ist ||z — y||* < || — ¢/||* bzw. [ly]* — 2 (y,z) < |[¢/|I” =2/, z).
Also gilt

2
2 (z —y,) = 2(y —y,2) < [IY[I° — lyl® = 2e (z =y, 9) + 2 ||= =y
Daher gilt
0<2(z—yy—x)+elz—yl*

Im Limes ¢ — 0 erhélt man schlieflich (z —y,y — x) > 0. O

Abbildung 15: Skizze zu Lemma in R?

Als néchstes zeigen wir einen [Satz von Radon| demselben Radon wie vom Satz von
Radon-Nikodym.
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Satz 4.7 (Radon). Es seien ay, ..., ap+2 € R™. Dann gibt es disjunkte I, J C [n+ 2] mit
H({a; i € 1) N H({a; | j € J}) £ 0.

Diese Aussage macht intuitiv in der Ebene Sinn: Wir kénnen annehmen, dass a1,...,a4 €
R2 verschieden und keine drei Punkte kollinear sind. Ist eines der a; im Dreieck mit
Ecken aj,j # i, so wihle I = {i} und J = [4] \ {i¢}. Sonst muss es I = {i1,i2} und
J ={j1,72} = [4] \ I geben, sodass sich @; a;, und @j,a;, schneiden.

Beweis. Da a1 — apya,...,0n+1 — Gpto linear abhéngig sind, gibt es A1, ..., Ap12 € R,
die nicht alle Null sind, mit

n+2 n+2
Z)\i:(), Z)\iaizo.
i=1 =1

Setze I ={ic[n+2] |\ >0}tund J={je[n+2]| )\ <0}

Dann ist I N .J = () klar,
s = Z)\Z = Z(*)\j) > 0,
icl jed
und der Punkt
2ier it _ Yjes(=Aj)a;
s s

in H({a; | i € I}) N H({a; | j € J}). O

S =

Satz 4.8 (Helly). Es seien Ki, ..., K,, € R" konvex, wobei m > n + 1. Fiir alle I C
[m] ) gelte M;e; K # 0. Dann ist ;e p Ki # 0.

Erster Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach m.
m=n+1: Trivial.

m=mn+2: Fiirie€ [n+2]seia; €[, K; beliebig. Nach dem Satz von Radon / Satz
gibt es disjunkte Mengen I, .J C [n + 2] und einen Punkt

ze H{ai|ielI})NH({a;|jeJ}).

Dann ist 2 € Ngepnso) Kk, denn: Sei k € [n +2]. O.B.d.A. sei k ¢ I. Dann
ist {a; | i € I} C Kj. Da K}, konvex ist, folgt z € H({a; | i € I}) C K.

m ~» m + 1: Hier ist m > n + 2. Aus dem gerade gezeigten folgt: Je n + 1 der Mengen
Kla s ,Kmflv Km N Km+1
schneiden sich.

Damit wéare der Beweis vollbracht. O
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Zweiter (weniger schoner) Beweis. O.B.d.A. seien die Mengen Kj,..., K,, kompakt.
Wir diirfen das annehmen, da fiir jedes I € [m]™+1) wir uns ein z; € ;o; K; belie-
big auswéahlen kénnen. Setzt man also

Li=H({z|ielem})
fiir i € [m], soist L; C K;, L; konvex und kompakt, und z; € (;¢; L; fiir alle I € [m]™+1).
Definiere nun f: R™ — R durch

f(x) = max{d(z, K;) | i € [m]}.

Dann ist f stetig und f(x) — oo, wenn ||z|| — co. Nach einem Satz von Weierstrafﬂ
existiert daher ein Punkt y € R™, fiir den f(y) minimal ist.

Wenn f(y) = 0, dann ist y € ;[ K und wir sind fertigm Ab jetzt gelte also f(y) > 0.
Durch eine geeignete Permutation gelte 0.B.d.A.

{i € [m] | dly, Ki) = f(y)} = [K]
fir ein k € [m]. Fir ¢ € [k] wéhle z; € K; mit d(y, K;) = d(y, x;).

Abbildung 16: Alle z;, i € [k], sind auf dem Rand des Balls mit Radius f(y) um y (k = 3).

Behauptung. y € H ({x1,...,2%}).

Beweis der Behauptung. Angenommen y & H ({z1,...,z;}). Da H ({z1,...,zx}) kom-
pakt und konvex ist, existiert ein eindeutiger Punkt z € H ({z1,...,z}), der y am
nichsten ist. Wihle ¢’ € 7z sehr nahe y[7] Fiir alle i € [k] ist dann

d(y/a KZ) < d(ylvl‘i) < d(yv$2) = f(y)

19Es ist schwer bei den vielen Sitzen von dem Satz von WeierstraBl zu sprechen.
20Wegen der Kompaktheit folgt namlich aus d(z, K;) = 0 bereits « € K fiir alle i € [m].
2I'Wir sparen uns die Analysis-Details.
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Abbildung 17: Beweisskizze zur Behauptung (k = 4)

Fiir i € [k + 1,m] ist d(y, K;) < f(y) und folglich d(v/, K;) < f(y).
Daher ist f(y') < f(y). 4 O

Nach dem Satz von Carathéodory / Satz gilt 0.B.d.A. y € H ({x1,...,x5}), wobei
s <min(n + 1, k). Nach Voraussetzung existiert z € Niels) Ki-
Nach Lemma [4.6| gilt (z — x;, z; — y) > 0 fiir alle i € [s] und somit

(z—yomi—y) = ((z—2i) + (@i — ), 2 —y) = (z — @i, m — y) + [|lzi —y||* >0,

da f(y) > 0. Wahle Aj,..., A € [0,1] mit 3540 = 1 und S5, Miz; = y. Nun ist
Yoiiq Ai(z —y) = 0 und folglich

0:<Z_ya;)\i($i_y)>:;)\i<'z_ya$i_y>>0'L" O
= = >0

Folgerung 4.9. Essei (K;);cs eine Familie kompakter, konvexer Mengen mit || > n+1.
Fiir alle J € I("t1) sei Njes Kj # 0. Dann gilt N;c; Ki # 0.

Beweis. Nach Satz gilt Njes Kj # () fiir jede endliche Menge J C I. O.B.d.A. gebe
es eine kompakte Menge K mit K; C K fir alle ¢ € I: Sonst wéhle ein beliebiges
iop € I und betrachte die Familie (K; N Kj;;,);c;. Dann gilt immer noch ﬂjEJ(Kj NK;,) =
Njesugioy 5 # 0 fiir alle endlichen J C I und M;ep K = N (K N KGp).

Dann folgt direkt ;c; K; # ) wegen der Kompaktheit von K E O

Die Kompaktheitsbedingung ist tatsachlich notwendig@

22Beachte, dass eine Familie von abgeschlossenen Mengen eines kompakten Raums genau dann einen
gemeinsamen Schnitt hat, wenn je endliche viele einen gemeinsamen Schnitt haben.
23Es sei dem Leser iiberlassen, fiir den Fall ein Gegenbeispiel zu finden, siche |Aufgabe 1, Blatt 4}
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Lemma 4.10. Es sei A C R",|A| =n + 1. Wenn diam(A) < 1, dann kann man A mit
einem abgeschlossenen Ball, dessen Radius y/n/(2(n + 1)) ist, iberdecken.

Der Radius mag willkiirlich wirken, jedoch ist dieser optimal, wenn man A als die Menge
an Ecken eines regelméfligen Tetraeders mit Kantenlénge 1 wahlt.

Beweis. Es sei B ein abgeschlossener Ball mit A C B, dessen Radius » minimal ist.
0.B.d.A. sei 0 der Mittelpunkt von B. Es seien x1,...,x; € A die Punkte, die auf dem
Rand von B liegen. Wie im zweiten Beweis von Satz 4.8 zeigt man 0 € H ({z1, ..., zk}).
Also gibt es A1,..., A\, € [0,1] mit ¥, Ay =1 und Y5, Az = 0.

Da max; jep |7 — 2] < diam(A) <1, gilt fiir alle i € [£]

k k k
2 2 2
L= 2> Nl —ail> =D N (iju + [l ) —2 <xi,ZAj$j> =22,
j=1 j=1 =1

=272 H_/—/O

Summation iiber i € [k] zeigt k — 1 > 2kr2. Also folgt

1 1 n
>~ 1_7§1_ - 9
k k n+1 n+1

das heifit » < v/n/(2(n +1)). O

Satz 4.11 (Jung). Jede Menge A C R™ mit diam(A) < 1 ldsst sich durch einen abge-
schlossenen Ball mit Radius y/n/(2(n + 1)) tiberdecken.

DO
=

(V]
A
Il

Bewets. Fir jeden Punkt x € R" sei K, der abgeschlossene Ball um = mit Radius
vn/(2(n+1)). Betrachte { K, | + € A}. Nun schneiden sich je n+ 1 dieser Mengen: Fir
A" € Aj|A'] = n+ 1, existiert nach Lemma ein z € R" mit A’ C K, also

zZ € ﬂ K.

zeA’
Nach Folgerung ist also MN,ca Ky # 0. Wahle z € (,cy K. Dann gilt AC K,. O

Definition 4.12. Es sei K C R"™. Man nennt A C K sichtbar in K, wenn es einen Punkt
z € K mit

Jack

a€A

gibt. Wenn K selbst sichtbar ist, nennt man K sternfirmig.

Insbesonders sind natiirlich konvexe Mengen sternférmig. Die Umkehrung ist nur der
Fall, wenn (J,c 4 @z C K fiir alle Punkte x € K gilt.

Die Definition kann man sich so vorstellen: Angenommen die Menge K stelle gerade
den Raum einer Kunstgallerie dar. Dann ist ein Teilraum A von K sichtbar, falls ein
Museumswéchter ganz A gleichzeitig von seiner Position aus bewachen kann.
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Abbildung 18: Zwei Punkte, die gleichzeitig sichtbar sind
Satz 4.13 (Krasnoselski). Es sei K C R" kompakt. Wenn jede Menge A C K mit
|A| = n + 1 sichtbar ist, dann ist K sternformig.
Beweis. Fiir alle © € K setzen wir

Dann ist V,, kompakt und je n + 1 die Mengen in {V, | x € K} schneiden sich. Nach
Folgerung 4.9 und Lemma (4.4] existiert ein Punkt z € (,cx H (V).
Wir zeigen jetzt per Widerspruch, dass sogar z € (¢ V2 gilt.

S~ H
\\\ :C
/ \\\
/ -
° — = °
u v we vy Yy .y z

Annahme. Es gibt v € K mit uz € K.

Wiéhle y € wz \ K. O.B.d.A. sei das Innere der Strecke gy disjunkt zu K. (Sonst ersetze
u durch den Punkt von g N K, der am néichsten bei y ist.) Wahle v € uy ,Nahe“ (aber
ungleich) u, das heifit 0 < d(u,v) < d(y, K). Wahle w € 77 und = € K, dass d(w,x)
minimal ist. x ist ein Punkt von V,, der am néchsten an w liegt. Daher ist nach Lemma
Vz im Halbraum H = {q € R" | (¢ — z,x — w) > 0} enthalten.

Da z € H(V,) C H gilt, haben wir (z — x,z — w) > 0. Das Dreieck zwz hat also keinen
spitzen Winkel bei z. Somit ist sein Winkel bei w spitz. Nach Minimalitdt von d(w, x)
ist also w = y, sonst wéire jeder Punkt auf dem Inneren von wy ndher zu x als w.
Andererseits ist aber

dw,K) <d(v,K) <d(v,u) < d(y,K). % O
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Mit diesem Satz schlieffen wir mit den geometrischen Anwendungen des
ab und kehren zu Mengensystemen zurtick.
Fiir jedes Mengensystem A C P (X) sei die Uberdeckungszahl von A

7(A) =min{|U| |VAe A: ANU # 0}.

In der Situation von Graphen G = (V, E) ist 7(E) die Grofle einer minimalsten Knoten-
iiberdeckung. Allgemein ist fiir k-uniforme Hypergraphen deswegen auch die Schreibwei-
se 7(G) statt 7(E) tiblich.

Satz 4.14 (Bollobas). Es sei H = (V, E) ein k-uniformer Hypergraph, das heifit £ C
V), Wenn 7(E') < p € N fiir alle B/ C E mit |F'| < (k:p) gilt, dann ist 7(E) < p.

Lemma 4.15 (Bollobas). Es seien Ay, ..., Ap, B1,..., By C [n]. Wenn A; N B; = 0 fiir
alle i =1,...,mund A; N B; # 0 fir i # j, dann ist

u 1

0 <

Beweis. Fiir i € [n] sei &; C S,, die Menge der Permutationen 7 mit der Eigenschaft,
dass in der Zeile

|4

(v(1) =(2) ... =(n))

die Elemente von A; vor allen Elementen von B; kommen. Dann ist

n!

. n 1B _m
|| <|Ai|+|Bz’|> |Ai|H[Bi{(n — |Ai| — [Bi])! = (|A“+|B‘)

Ail

Stochastisch ldsst sich diese Gleichheit auch folgendermafien interpretieren: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass bei einer zufillig gezogenen Permutation alle Elemente von A; vor
den Elementen von B; sind, ist gerade

| Ai|! B! 1

A+ 1B (A

Also erhalten wir insgesamt dann wie ,erwartet

n!
[As |+ Bil\
( )

i

|| =

Auflerdem ist X; N A, = () fir ¢ # j. Ist namlich r € A;NB;, s € A; N B; so kommt r vor
s fir m € A; und s vor r fiir m € X;. Daher gilt

n

Zm > 1l <18 =

Teilen wir durch n! erhalten wir die gewiinschte Ungleichung. O

|4
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Folgerung 4.16. Es seien Ay,..., A, € [n]") und By, ..., B,, € [n]®). Wenn
o A;N B; =10 fir alle i € [m], und
e A,NB;#0 firi#j.

Dann ist m < (T:TS).

Beweis. Nach Lemma ist m/("°) < 1. O

Wir werden spéter die Voraussetzungen relaxieren kénnen mit einem algebraischen An-
satz statt einem probabilistischen ]

Beweis von Satz[[.14. Es sei 7(E') < p fiir alle E' C E,|F'| < (*17).

Wir machen eine Induktion nach |E|. Dabei ist fiir |E| < (k'};p ) alles klar. Fiir den
Induktionsschritt sei £ = {A1,..., Ay} mit m > (*1P). Nach der Induktionsannahme
gibt es fiir jedes i € [m] eine Menge B; mit |B;| = p und Vi,j € [m],i # j, A; N B; # 0.
Nach Folgerunggibt es i € [m| mit A;NB; # 0. Nun bezeugt B;, dass 7(F) <p. O

Die Resultante zweier Polynome aus R[az]lﬂ

f(z) =ap+ a1z + -+ apa™
g(z) =by+brz+ -+ bya"

ist die (m 4 n) x (m + n)-Determinante:

W @ o o am O e 0
0 ao al Am
n
.‘ O
0 0 a a Qm
Res(£.9)=lp 3y oo o b 0 0
o --- 0 bo bl bn

Lemma 4.17. Es seien f,g € R[z] Polynome vom Grad m bzw. n. Dann haben f, g
genau dann eine gemeinsame (komplexe) Nullstelle, wenn Res(f, g) = 0.

Das Resultat lasst sich verallgemeinern auf faktorielle Ringe, was aber dann wirklich
eher klassischer Algebra-Stoff wére.

Beweis. Es ist genau dann Res(f,g) = 0, wenn die Zeilen der obigen Matrix linear
abhéngig sind, das heifit, wenn es rg,...,7,—1, S0, .,Sm—1 € R gibt, die nicht alle Null
sind, mit

24GchlieBlich erhalt man mehr mit Struktur als dem Gegenteil davon.
#5Qder allgemeiner mit Elementen eines (faktoriellen) Rings als Koeffizienten.
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ro(ag, ..., am,0,...,0) +-+- 4+ r,_1(0,...,0,a0,...,am)
——— ————
n—1 n—1
+ So(bg,...,bn,o,...,O) +---+ Sm_l(o,...,o,bo,...,bn) = (0,...,0)
——— ———
m—1 m—1
erfiillen. Fiir die Polynome u(z) = Y0 2’ und v(z) = Y1 57 ist dies zu fu+gv =
0 dquivalent. Wenn also f, g einen gemeinsamen Faktor ¢ € R[z| haben, der keine Zahl
ist, dann zeigen u = g/q,v = —f/q, dass Res(f,g) = 0. Wenn f, g keinen gemeinsamen
Faktor haben und Polynome u, v mit grad(u) < n, grad(v) < n die Eigenschaft fu+gv =
0 haben, dann gilt f | v,g | u, also u = v = 0. O

Das Resultat ist zwar theoretisch interessant, aber wenn einen wirklich interessiert, ob
zwei Polynome eine gemeinsame Nullstelle haben, sollte man lieber direkt den grofiten
gemeinsamen Teiler der Polynome mit dem euklidischen Algorithmus einfach berechnen.
Wir konnen jetzt aber den Satz verallgemeinern.
Satz 4.18 (Blokhuis). Es seien Ay, ..., Ay € [n]™), By, ..., By € [n]©®) mit

o A;NB; =0 fur alle i € [m], und

e AiNB;j#Pfirallel <i<j<m.

: -

Dann ist m < ("1°).

Tatséchlich ist das Resultat auch so optimal. Beispielsweise kénnte man fiir die A;’s alle
moglichen r-elementigen Teilmengen von [n] nehmen und fiir B; das Komplement von
A;. Dann ist der Binomialkoeffizient auch optimal.

Beweis. Setze a;(x) = [[,ea,(® — a),bi(z) = [1gep, (x — B). Dann ist Res(a;, b;) # 0 fiir
alle i € [m] und Res(a;, b;) =0 fiir 1 <1i < j < m. Es seien ypo, ..., ys weitere Variablen
und

b=yo+upz+ - +ysa’.

Wir fassen b als Polynom in = tber Rlyo,...,ys| auf. Fir alle ¢ € [m] ist Res(a;,b) €
Rlyo, - ..,ys|. Genau gesagt liegt Res(a;,b) im R-Untervektorraum V' von Rlyo, ..., ys]
der von allen y)°-...-yks mit po+- - -+ps = r aufgespannt wird nach der Leibniz-Formel.

Behauptung. Res(ai,b),...,Res(an,b) sind R-linear unabhéngig.

Beweis der Behauptung. Andernfalls wihle \1,..., A, die nicht alle Null sind, mit
m
Z i Res(a;, b) = 0.
i=1

Sei j maximal mit \; # 0. Durch Einsetzen von b; erhalten wir

Z Ai Res(a;, bj) + Aj Res(aj, b;) + Z Ai Res(ai,bj) =0.% O
1<i<j m>i>j g
AN —0 £0 Z1>] =0
Also gilt m < dim(V) = ("F*). O
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5 Der kombinatorische Nullstellensatz

Es sei in diesem Abschitt K immer ein Kérper. Nullstellensétze existieren zahlreich in der
Mathematik. Der wohl bekannteste ist der Hilbertsche Nullstellensatz. Wir werden uns
mit dem kombinatorischen Nullstellensatz beschéftigen, der viele schwierig erscheinende
kombinatorische Probleme l6sen kann.

Lemma 5.1. Es sei P € K|zy,...,z,] nicht das Nullpolynom. Fur alle ¢ € [n] sei
S; C K eine Menge derart, dass |S;| grofer als der Grad von P in z; ist. Dann gibt es
($1,-.+,8n) € S1 X -+»x Sy, mit P(s1,...,8,) #0.

Hier wére kurz die Terminologie fiir Polynome in mehreren Variablen zu kldren: Der

Grad eines Monoms M = ' .. .- xln ist grad(M) = t; 4 - - - +t,,. Ein Monom M kommit

in einem Polynom P € K[xz1,...,z,] vor, wenn der Koeffizient von M in P nicht Null
ist. Der Grad grad(P) eines Polynoms P ist der hochste Grad eines Monoms, das in P
vorkommt. Der Grad des Nullpolynoms ist —oc.

Bewets. Wir machen eine Induktion nach n.

n=1 Dies ist bekannt 2]

n —1~»n: Wahle s, € S, so, dass P(x1,...,Zn—1, Sp) nicht das Nullpolynom ist.
Wende dann die Induktionsannahme an. O

Lemma 5.2. Es seien P € K[zy,...,2,] und Si,...,S, C K endlich. Es gelte fiir alle
(S$1y...,8n) € S1 X -+--x Sy P(s1,...,8,) = 0. Dann gibt es Polynome @1, ..., Q, mit

e P= Z?:l Q’L : HSiESz‘ (xl - Si))
o grad(Q;) < grad(P) — |S;| fiir alle ¢ € [n].
Beweis. Indem wir P als Polynom in z; auffassen, erhalten wir durch Polynomdivision
o P=Q1-l,es (x1— s1)+ R1, wobei
o grad(Qq) < grad(P) —|S1|, und
o der Grad von R; in x; kleiner als |Sq] ist.

Als néchstes teilen wir dann Ry, aufgefasst als Polynom in z2, durch [], g, (72 — s2),
und fahren so sukzessive fort. Insgesamt erhalten wir Polynome @1, ..., Q,, R, mit

o grad(Q;) < grad(P) — |9;] fir alle ¢ € [m],
o P=3%7"1Qi [lses,(xi—s) + R, und

o fur alle ¢ € [m] ist der Grad von R in z; kleiner als |S;|.

Fir alle (s1,...,8,) €51 X -+ xS, ist nun R(s1,...,8,) =0.
Nach Lemma [5.1]ist R das Nullpolynom. O

20Ein Polynom P # 0 (in einer Variablen) hat héchstens grad(P) viele Nullstellen.
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Satz 5.3 (Alons Nullstellensatﬂ. Es seien P € K[z, ..., 2,] ein Polynom,

t
$11'...'£C$L"

ein Monom maximalen Grades, das in P vorkommt. Ferner seien Si,...,5, C K mit
|Si| > t; fiir i = 1,...,n. Dann gibt es (s1,...,8,) € S1 X -+ xSy, mit P(s1,...,8,) #0.

Beweis. Sonst wire nach Lemma [5.2{ P = 377 ; Q; [1;,es,(wi — i) fiir Polynome @Q; mit
grad(Q;) < grad(P) — |S;] .

Dies ist ein Widerspruch, denn 33? -...-xln muss in P vorkommen, aber alle moglichen
Kandidaten sind Monome maximalen Grades in einen der Polynome
[S1] S
Ql'xl 7"'7Qn'xlnn|a
welche wegen |S;| > t; fiir alle 7 € [n] aber nicht 2! - ... - 2% sein konnen. d

Wir wollen nun den kombinatorischen Nullstellensatz in Aktion sehen.
Hierfiir betrachten wir das sogenannte Komjdth Problem:

Was ist die kleinste Anzahl an Hyperebenen, um alle bis auf eine Ecke des
FEinheitswiirfels zu tberdecken?

Dies wird im néchsten Satz — meist Alon und Fiiredi zugeschrieben — beantwortet.

Abbildung 19: Optimale Uberdeckung von allen Ecken bis auf eine

Satz 5.4. Wenn Hy,..., H,, € R™ Hyperebenen sind, die alle bis auf einen Punkt von
{0,1}" tiberdecken, dann ist m > n.

Die Hyperebenen H; = {x; = 1} zeigen, dass diese Abschidtzung optimal ist, wie man in
Abbilding [T9] sieht.

Beweis. O.B.d.A. sei 0 der nicht iiberdeckte Punkt. Angenommen m < n. Es seien
(aij,x) = b; (i € [m]) die Gleichungen von Hy, ..., Hy,. Dann ist b; # 0 wegen 0 ¢ H;.
Betrachte das Polynom

P(acl, e ,xn) = H(bZ — (ai,m)) — Hbl H(l — :L'j).
i=1 =1 j=1

TInteressanterweise hat Alon Reihers Dissertation begutachtet.
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Offenbar hat P den Grad n und das Monom z1 - ... -z, kommt in P vor. Nach dem
lkombinatorischen Nullstellensatz| gibt es also (&1, ...,&,) € {0,1}" mit P(&1,...,&,) # 0.
Wenn (&1,...,&,) # (0,...,0), dann liegt £ auf einen der Hyperebenen und es gilt

n

[T = (as, €)) =0.

i=1
Auferdem gilt JT7_; (1 — ;) = 0 und damit P(§) = 0. %
Also muss £ = 0 sein, aber P(§) =11~ b; — [[[2,06: =0. % O

Tatséchlich sind keine geometrischen oder einfacheren Beweise dieser Aussage bekannt.
Von der kombinatorischen Geometrie gehen wir jetzt zur additiven Zahlentheorie. Fiir
eine abelsche Gruppe Z und A, B C Z setzen wir A+ B={a+b|a€ A,be€ B}. Wenn
A, B C Z nicht leer sind, dann gilt |A + B| > |A| + |B| — 1. Gleichheit gilt, wenn man
zwei arithmetische Folgen gleicher Schrittweite nimmt.

Beweis. Sei A ={ai,...,am},B={b1,...,bp}, wobeia; < -+ < apund by < --- < by,
Dann sind
art+ b < <amt+b <amtb<---<ay+b,

m + n — 1 verschiedene Elemente von A + B. O
Das lasst sich mit Einschréankung auf Koérper verallgemeinern.

Satz 5.5 (Cauchy & Davenport). Fiir alle nicht-leeren A, B C F), gilt
A+ B| > min {|A] + B — 1,p} .
Beweis.

Fall 1: |A|+|B| > p+ 1. Sei « € [, beliebig. Wegen |A| + |x — B| = |A|+|B| > p, gibt
eseina € AN(x— B). Setze b=2 —a. Dannist b€ Bund x =a+b € A+ B.
Dies zeigt A+ B =TF),.

Fall 2: |A|+ |B| <p.
Annahme. Es gibt C C F, mit A+ B C C mit |C| = |A|+|B| -2 <p.

Betrachte das Polynom

P(z,y) = [[(@+y—c).
ceC
Fir alle a € A,b € B ist P(a,b) = 0. Aulerdem hat P den Grad |A| + |B| — 2.
Nach dem [kombinatorischen Nullstellensatz kann das Monom z!4/=1yBl=1 nicht
in P vorkommen. Es hat aber in P den Koeffizient
(\AHIB\—?) (IA[+[B] - 2)!

Al—1 ) T qA—B =1y 7 0 (medp)- S O
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Fir Ay,..., A, C T, sei
A4 +A, ={ai+4a, | (Vien:aecd)ANNi#j:a; #aj)}.
Damit ist + auch keine assoziative Operation, da man alle Summanden gleichzeitig
betrachten muss.
Satz 5.6. Fiir alle nicht-leeren A, B C F), mit |A| # |B| gilt
A+ B| > min {|A| + |B| - 2,p}
Gleichheit gilt zum Beispiel fir A = {1,2,...,]A|} und B = {1,2,...,|B|}. Dann ist
A+B={3,...,|]A|+|B|},damani—1€ A,i+ 1 € B fiir i € [2,min(|4], |B])] hat.

Beweis. Da man ansonsten Elemente von A oder B l6schen kénnte, sodass immer noch
|A| # |B] gilt, durfen wir 0.B.d.A. |A| +|B| <p+2 annehmen@
Annahme. Es gibt C CF, mit A+ B C C und |C] < |A| 4 |B| -3 < p.
Betrachte das Polynom
P(z,y) = (x—y) [[@+y -0
ceC

Offenbar hat P den Grad |A|+|B|—2 und es gilt P(a,b) = 0 fiir allea € A,b € B. Nach
dem [kombinatorischen Nullstellensatz hat z!41=1¢/BlI=1 den Koeffizienten 0 in P. Dieser
Koeffizient ist aber

<|A| + 1Bl - 3) ) <1A| +1B| - 3) _ QAEIBI=) iy

A -2 |A] -1 (JAl = DN(|B[ - 1)!
z in (z—y) —y in (z—y) _ (‘A| + |B‘ _3)' HA’ N ’BH
(lA[ = DBl = 1)!
#0 (mod p). % O
Es sei Vi (21, ...,2p) € Z[x1,...,x,] die Determinante der (n x n)-Matrix (‘Téil)lgi,jgn.
Vo(z1, ..., xy,) ist die sogenannte Vandermonde-Determinante. Beispielsweise sind
Vi(z1) = [1 =1
1 1
Vo(z1,22) = =129 — 1.
T1 T2

Nach dem Entwicklungssatz ist

Va(z1,...,2n) = Z sgn(o) H xf(i)fl.
i=1

gESy

Jedoch kann man die Determinante auch cleverer ausrechnen.

28380 hétten wir auch beim Satz vorgehen kénnen.
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Lemma 5.7 (Vandermonde).

Vo(z1,. .., x0) = H (xj — ;).

1<i<j<n

Dies macht auch Sinn: Sind zwei der z; gleich, so ist die Determinante Null. Also miissen
alle paarweisen Differenzen Teiler der Determinante sein und wegen der Grofle des Grads
der Determinante ist das auch alles.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n.
n=1: Klar.

n — 1 ~» n: Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhélt man V,(x1,...,z,) als

Summe von V,,_q(z1,...,Tp_1) -xﬁ‘l und Termen, die in x,, kleineren Grad

haben. Fiir x, = x1,...,x,_1 sind die zwei Spalten gleich und die Determi-
nante ist Null. Fasst man V,,(z1, ..., z,) als Polynom in x,, mit Koeffizienten
in Zlz1,...,2n—1] auf, so sind x1,...,z,_1 alle Nullstellen und daher ist

Vi(xy,..oyxn) = Voo (z1, .oy 2p—1) - H (T — ;).

1<i<n
Benutze nun die Induktionsannahme. O

Um Satz zu verallgemeinern, miissen wir noch ein paar Vorbereitungen treffen. Die
Vandermonde Determinante ist hierfiir von Nutzen, denn fiir Ay,..., A, CF, ist

A+ A, ={a1+ - +a,| Vi€ [n]:a; € A) AVp(ar,...,a,) #0}.

Folgerung 5.8. Es seien Pp,..., P, € Z[x] normierte Polynome mit grad(FP;) =i — 1
fir alle ¢ € [n]. Dann ist die Determinante der Matrix (P;(x;))1<i j<n gleich

IT (& —a)

1<i<j<n

Beweis. Folgt durch Anwendung von elementaren Zeilenumformungen und dem letzten
Lemma. O

Setze (x)y =z -(x—1) ... - (x — k+ 1) fur alle k € Ny, also (z)o =1, (x); ==, ...

Folgerung 5.9.

=

> sgn(o) [[(@i)oy-1= [ (25— )

oESh =1 1<i<j<n
Beweis. Setze P; = (z);—1 in Folgerung ein und entwickle die Determinante. O
Lemma 5.10. Es seien n € N und m, a1, ..., a, € No. Wenn a3 + - + o, = m + (3),
dann hat 9" - ...z in (21 4+ + 2,)" - []i<icj<p (75 — 7;) den Koeffizienten
m!
arl -yl H (a = a).
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Beweis. Fiir ein Monom M und ein Polynom P sei [M] P der Koeffizient von M in P.
Zum Beispiel ist nach dem Multinomialtheorem

m)!

61 Bn m o __
it ecar (e 4t =
(71 n'] (@ SN

m!

wann immer Sy + -+ -+ B = m, wobei g5 =0 falls §; ¢ No fiir ein i € [n] gilt.
(i)—

Wegen [])<icjcn(®j — 25) = X5, sgn(o) [Ti, =7 " ist der gesuchte Koeffizient

Z sgn(o) {x?ra(l)ﬂ e xﬁ"‘”(”)ﬂ} (T 4+ 2p)™
0ESh
|
= Y sgn(o)- =
oyl (cn —o()+ 1) ... (o —o(n) + 1)!
m! “
= ——" sgn(o ) g () —
OZl'Oém' O_;ﬂ ( )ZE[:l( Z)O’(Z) 1
m!
= —— H (aj — ).
arl - I<i<i<n
Damit ware der Beweis vollbracht. O]
Satz 5.11. Es seien Ay,..., A, C F), nicht-leer. Wenn |A4|,...,|A,| paarweise verschie-

den sind, dann ist
. . . L n+1
|Ar+.. Ay > min [ Y|4 - 5 +1,p].
i=1
Beweis. O.B.d.A. sei .11 |4;| < p+ ("3") — 1, da wir sonst Elemente léschen konnen.
Annahme. Es gibt C C F, mit A; +...+ A, C C und [C] = 0, |4] — ("5 < p.
Setze

P(xy,...,xy) = H(xl +- 4y —0) H (xj —x4).
ceC 1<i<j<n
Dann hat P Grad |C|+ (5) = Yiy |Ai] —n und P(ai,...,a,) = 0 fir alle (a1,...,a,) €
Ay x -+- x A,. Nach dem [kombinatorischen Nullstellensatz] gilt also

{x'{mﬂ e :El{q"‘_l} P=0.
Doch dieser Koeffizient ist nach Lemma [5.10]

] T (4] — 4D £0 (mod p). 4 0

?:1 (|Az‘ - 1)! 1<i<j<n
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Die Schranke ist optimal wie A; = {1,2,...,|A4;|} fir alle i € [n] zeigt. Wenn némlich
0.B.d.A. |Ay| < -+ < |A,] gilt, so entspricht jede mit + schreibbare Summe eindeutig
einer strikt monotonen Folge (a;);c[,) mit a; € A; fiir alle i € [n]. Insbesondere ist

Ao A, = [Zi,Z|Ai| .

i=1 =1

Folgerung 5.12. Es seien A C F), und n € N. Wenn |A| > n, dann

|A+...+A] Zmin{n]A\—Tﬂ—l-l,p}.
[ EE—

n

Beweis. Es seien aq,...,a,—1 € A paarweise verschieden. Setze A; = A\ {a;,...,an—1}
fir alle i € [n]. Wegen |A;| = |A| — (n—1) sind |A4],. .., |Ay| paarweise verschieden. Aus
Satz folgt also

Ad A > A A

> mm{iqm C(n—i)) - ("; 1) + 1,p}

i=1
:min{n\A\—nz—i—l,p}. O

6 Der Satz von Chevalley-Warning

Der Satz dieses Abschnitts wurde von Warning vermutet und letztlich von Chevalley
bewiesen.

Lemma 6.1. Fir 0 <i<p—2ist ) cp, i =0.
Beweis. Setze Si =) ,er, x'. Wihle i > 0 minimal mit S; # 0.

Annahme. i <p—2.

Da z — x + 1 eine Permutation von [F,, ist, gilt nach dem binomischen Lehrsatz

Si=p 3 (x+ )

z€lFp

A 1\
== (a:’+1+<“1r >x1+---+1>
z€lFp
t+1 1+1
= i+1+< 1 )Sz—i- ( 9 >521+ ,

=0 nach Minimalitat von %

das heifit (¢ +1)-S5; =0 (mod p). Da aber i +1 # 0 (mod p) gilt, folgt S; = 0. 4 O
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Folgerung 6.2. Fiir jedes Monom z{'-... 22" vom Grad a; +-+-+a, <n-(p—1) ist

dooooaf L agn=0.

(Ilw-vxn)ng

Bewezs. Die linke Seite ist

a1 (o3
S Y a0

z1€F, Tn€Fp
Nach dem Schubfachprinzip gibt es ein ¢ € [n] mit «; < p — 2. Also ist nach Lemma
der zugehorige Faktor Null. O

Satz 6.3 (Chevalley-Warning). Es seien Py,..., Py, € Fplz1,...,2z,]. Wenn die Sum-
me der Grade von Pi,..., P, kleiner als n ist, dann ist die Anzahl der gemeinsamen
Nullstellen von P, ..., Py, (in ) durch p teilbar.

Der Satz ist in einem gewissen Sinne optimal. So hat P; = x; (i € [n]) nur die triviale
Losung als Nullstelle.

Beweis. Setze

Q(z1,...,Tpn) = H (1 — Pj(xq,. .. ,:L'n)p_l) )
j=1

Wenn (z1,...,2,) € [ eine gemeinsame Nullstelle von Py, ..., Py, ist, dann gilt
Q(ZEl, ce ,:L'n) = 1.

Andernfalls ist Q(x1,...,z,) = 0 (nach dem kleinen Satz von Fermat).

Es sei 2 die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen von P,. .., Py,. In I, gilt dann

Q= Z Q(z1,...,2,) (mod p).

(xlw-a-'l‘n)e]Fg

Multipliziert man nun @ aus, so stellt man fest, dass jedes in @Q vorkommende Monom

x{ - ... zp hochstens den Grad (p — 1) 3770, grad(P;) < (p — 1) - n hat.
Nach Folgerung [6.2] gilt also 2 =0 (mod p). O

Folgerung 6.4. Fiir jede Primzahl p gibt es x,y, 2z € Z, die nicht alle durch p teilbar
sind, mit p | 2% + y? + 22

Hieraus kann man den 4-Quadrate-Satz von Lagrange folgern:
Jede natiirliche Zahl ist Summe von 4 Quadratzahler”)

Im Allgemeinen kann man sich fragen, ob jede natiirliche Zahl Summe von drei Drei-
eckszahlen, Summe von fiinf Fiinfeckszahlen ist etc. Tatsdchlich ist das immer W&hl‘@

2OWir zdhlen Null als Quadratzahl.
39Der Fall mit drei Dreieckszahlen sei am schwierigsten.
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° [ ]
[ ] [ ]
L L]
[ ]
[ ] [ ]
® [ ]
L °
L ] [}
[} [ ] ([ ]
[ ] [ ]
({ ] [ ]
o ( (]
(a) Die Dreieckszahlen (b) Die Funfeckszahlen

Satz 6.5 (Erdés, Ginzburg, Ziv). Fir alle ay,...,a2,—1 € Z gibt es I C {1,...,2n — 1}
mit [I| =nund n | > 7 a;.

Beweis.

Schritt 1: Wir zeigen dies zuerst, wenn n = p eine Primzahl ist. Betrachte hierfir

el =0, (1)
ar? 4+ agp_lxg};ll =0. (2)

Nach dem [Satz von Chevalley-Warning] ist die Anzahl der Lésungen

(xl, - ,1‘21,_1) € Fipfl
durch p teilbar. Also gibt es auch eine nicht-triviale Losung (z1, ..., z2p—1).

Setze [ = {i | z; #0 (mod p)}. Nach (1) ist p | ||, das heift |I| = p. Nach
(2) ist auBerdem p | 3,7 a;.

Schritt 2: Fir n € N sei EGZ(n) die Aussage aus Satz Wir zeigen
(EGZ(m) NEGZ(n)) = EGZ(mn).

Seien ai,...,amn—1 gegeben.

Nach EGZ(m) gelte 0.B.d.A. fiir gewisse by, ..., ba,—1 € Z, sodass

ai+---+am=m-by

i1+ 0+ agm = m - be

An—2)m+1 T+ G@n—1)m = M- ban—1.
Nach EGZ(n) gelte 0.B.d.A. by + -+ 4+ b, = n - c mit ¢ € Z. Nun ist

a4+ amp = m(by + -+ + by) = mnec. 0
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Die 2n — 1 im Satz ist aulerdem optimal wie
ap=---=ap—1=0,ap =" =ag-2=1

fir 2n — 2 zeigt.

Der urspriingliche Beweis von Satz hat dieselbe Fallunterscheidung gemacht, aber
auch den Primfall auf kombinatorische Weise gelost. Unser Beweis liefert im Primfall
dafiir mehr als blof3 die Existenz.

Bemerkung 6.6. Es sei m = p prim. Ferner seien a1,...,az,-1 € Z. Schliellich sei {2
die Anzahl der Mengen I C {1,...,2p — 1} mit |I| = p,p | > ;c; ai. Jede solche Menge
entspricht nun (p—1)P Losungen unseres Gleichungssystems (1) - (2). Insgesamt hat das
Gleichungssystem also 1 + (p — 1)P -  Losungen.

Nach Satz[6.3]ist also 0 =14+ (p—1)P - Q@ =1—Q (mod p), das heifit @ =1 (mod p).

Man kann die Aussage wie folgt interpretieren: Man stelle sich Z als eindimensionales
Gitter vor. Dann besagt Satz dass fiir jede Folge von 2n—1 Punkten aq,...,a9,-1 € Z
es eine Teilmenge I = {i1,...,i,} C [2n — 1] gibt, sodass der Schwerpunkt (a;, + - +
a;, )/n wieder ein Gitterpunkt ist. Das Problem lésst sich damit auf natiirliche Weise fiir
72 {ibertragen. Genauer hat Kemnitz vermutet:

Fiir jede Folge Py,..., Py, 3 € Z? gibt es eine Menge I C {1,...,4n — 3} mit |I| =n
und n | Y1 P

Hier ist 4n — 3 optimal: Wenn man fiir a1, ..., a4,—4 € Z> je n — 1 mal die Ecken des
Einheitsquadrats {0,1}? wihlt, so gibt es keine Teilmenge I C [4n — 4], |I| = n, sodass
Yierai/n ¢ z2.

Tatséchlich ist die Kemnitz-Vermutung korrekt und wir werden dies im Folgenden bewei-
sen@ Das Produkt-Argument iibetragt sich dabei, das heifit es geniigt, den Fall n = p
prim zu l6sen. Fir p = 2 geht der Beweis so:

Beweis der Kemnitz-Vermutung fiir p = 2. Gegeben seien P, ..., Ps € Z*. Nach Schub-
fachprinzip gibt es i # j derart, dass beide Koordinaten von P;, P; (mod 2) iiberein-
stimmen. Dann tut es I = {i,j}. O

Fiir den Rest des Kapitels sei p immer eine ungerade Primzahl. Es sei A = Ay, ... eine
Folge von Punkten des Gitters Z2. | A| sei die Liange von A. Weiter sei (n | A) die Anzahl
der n-gliedrigen Teilfolgen B von A mit Y. B = (0,0) (mod p). Ein Gegenbeispiel zur
Kemnitz-Vermutung ist also eine Folge X mit |X|=4p -3 und (p | X) =0.

Lemma 6.7. Fiir alle A mit |A| € {3p —2,3p — 1} ist

1—(p|A)+2p|A) =0 (modp).
3!Genauer hat dies tatséchlich Reiher personlich 2003 gezeigt.
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Beweis. A bestehe aus den Punkten (ai,b1),..., (an,by), wobei n € {3p—2,3p — 1}.

Betrachte die Gleichungen (in F))

Z:Uf_l = O,Zaixf_l =0, Zbixf_l =0.
i=1 i=1 i=1
Die Anzahl der gemeinsamen Losungen ist
L+(p=1P-(p|A)+@-1% (2p| A).
Nach Satz [6.3]ist also
L+(p—=1"-(p| A+ @—-1*-(2p|A) =0 (mod p).

O

Bemerkung 6.8. Fiir A mit |A| =4p—2ist analog1—(p | A)+(2p| A)—(3p| A) =, 0.
Lemma 6.9 (Alon-Dubiner). Fiir alle A mit |A| = 3p mit > A = (0,0) (mod p) gilt

(p[A)>0.

Beweis. Es sei B eine Teilfolge von A mit |B| = 3p — 1. Nach Lemmal6.7)ist (p | B) # 0
oder (2p | B) # 0. Nur der Fall (2p | B) # 0 ist interessant. Sei C' die Teilfolge von B

mit |C| =2p und > C = (0,0) (mod p). Nun ist A\ C wie gewiinscht.
Satz 6.10. Fiir alle A mit |A| = 4p — 2 ist

2—=(p|A)+BplA)=0 (modp).
Beweis. Nach Lemma [6.7] ist

>  (-@IB)+(2p|B)=0 (modp).
BCA,|B|=3p—2

Kombinatorisch sieht man, dass

BCA,|B|=3p—2
3p—2
> ®IB= <2 _2>(p|A)
BCA,|B|=3p—2 p
2p — 2
> @IB)= ( p_2)<2prA>
BCA,|B|=3p—2 p

Die linke Seite lasst sich also wie folgt umschreiben:

N N Ter—

Dabei ist
4p — 2 dp—2)-...-(3 1)-3p-3p—1
p _ (4p-2) (Bp+1)-3p-(3p—1) _, (mod p)
3p—2 1-...-(p—1)-p

und analog @5 :3) =2 (mod p), (2;’:22) =1 (mod p). Subtrahiere Bemerkung
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7 SNEVILYS VERMUTUNG

Beweis der Kemnitz- Vermutung. Es geniigt den Primfall n = p > 3 zu behandeln.
Annahme. Es gibt |[A| =4p —3 mit (p| A) =0.

Wir wissen (3p | A) = 0 nach Lemma Es entstehe B aus A, indem man den Punkt
(0,0) anhéngt. Nach Satz gilt

2=(p|A)-(p-11A4)+Bp|A)+Bp—-1]A4)=0 (mod p).
-0 -0
Dies zeigt (p— 1] A)# 3p—1|A) (mod p).
Es sei x die Anzahl der Zerlegungen A = X UY U Z mit | X|=p—1,|Y|=p—2,|Z| =2p
mit Y X =Y Z =(0,0) (mod p). Insbesondere ist > Y = > A.
Dann ist

X= > 2p] A\X ) =-(p—1[A) (modp).

erlaubte X hat Lange 3p — 2

=-1 (mod p) nach Lemma [6.7]

Andererseits gilt aber

X= > 2p| A\Y ) =-(Bp-1|A) (modp). % O

erlaubte ¥’ hat Lénge 3p — 1

=-1 (mod p) nach Lemma[6.7]

7 Snevilys Vermutung

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Vermutung von Hunter Snevily, iiber dem
sonst nicht viel bekannt ist P2

Vermutung 7.1 (Snevily). Es sei G eine (additive) abelsche Gruppe ungerader Ordnung
und A, B C G seien gleichméchtig. Dann gibt es eine Bijektion ¢: A — B derart, dass
die a 4+ ¢(a) mit a € A paarweise verschieden sind.

Die Vermutung ist fiir Gruppen gerader Ordnung falsch:
Wenn n € N gerade ist und A = B = G = Z/nZ, dann gibt es keine solche Bijektion,

denn sonst ware
doa=Y (a+¢(a)),
aceG aeG

das heifit >, coa =0, also
(n—1)n
2

Alon zeigte die Vermutung fiir den Spezialfall G = IF,, fiir irgendeine ungerade Primzahl
p. Hierfiir brauchen wir folgendes Resultat.

G

n ‘

32 Korrupt war er aber nicht“ — Christian Reiher, 11. Januar 2023
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7 SNEVILYS VERMUTUNG

(n—1)a;

i

Satz 7.2 (Dyson Vermutung). Fiir alle ay, ..., a, € Ny hat das Monom [["_; =
in [, 2;(%j — 2;)% den (Multinomial-) Koeffizienten

(a1 + -+ ap)! [_ <a1+-~+an>

arl- ... ap! at,...,an

Fir n = 2 steht da:
L2t hat in (x1 — x2)® (2 — x1)* den Koeffizient (a1 + a2)!/(a1lag!).“
Dies kann man sich schnell mit dem binomischen Lehrsatz erschlief3en.

Beweis von Satz[7.2. Es sei F(ai,...,a,) der gesuchte Koeffizient. Wir machen eine
Induktion nach n+ Y7 ; a;.

Fall 1: n=1. Dann ist Fl(a1) =1 =a1!/a;!. v

Fall 2: n > 2 und es gibt ein 7 € [n| mit a; = 0. O.B.d.A. sei a, = 0. Dann ist

n—1
H(xj — )V = H (xj — )Y - H (xj —an)Y.
2,)<n
Also ist F(ay,...,a,) der Koeffizient von [~} xl(nfl)ai -
n—1
II (@5 — )% - I =5
i,j<n

Dies ist der Koeflizient von H?;ll x§"72)ai in JT; 2 1<ij<n(®j — i), das heifit
F(al, e ,an,l,O) = F(al, NN ,an,l).
Nach Induktionsannahme folgt

|
F(al,...,an,l,()) == (al—'i_ +an_}).. v
ajic ... Ap—1-

Fall 3: n > 2 und a; > 1 fiir alle 7 € [n]. Es gilt

31 E i

j=LiAj T

denn: Betrachte die linke Seite als Polynom P(y) in y@ Dann ist grad(P) = n—1
und P(y) — 1 hat die Nullstellen z1, ..., z,.

33Freeman J. Dyson
34Gtichwort: Lagrange Interpolation.
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7 SNEVILYS VERMUTUNG

Fiir y = 0 ergibt sich

Fir z; = 1/z; ist

Somit ist

n n—1
S E——
Hi;éj(xj — )

T

=1

Multiplizieren wir beide Seiten mit [, (z; — z)*", so erhalten wir

n
I @y =)o =3 o™ [T (ap—2)® - [y — i)
i 45" P oy i
Folglich gilt
n
F(ay,...,ap) = ZF(al,...,aj_l,aj —L,aj41,...,an).
j=1

Nach der Induktionsannahme ist schlieSlich

n

a; (a1 4+ +a, —1) (a1 +---+ap)!
(a1, an) Zaj ai!-..o-(aj— 1)y all ... ap!

j=1
Einen rein kombinatorischen Beweis der Aussage erbrachte Doron Zeilberger in A com-
binatorial proof of Dyson’s conjecture (1982).
Folgerung 7.3. Der Koeffizient von [];"; x?il in J[;2;(xj — @) ist nl.
Beweis. Setze ay = -+ = a, = 1 in Satz [7.2 ein. O

Satz 7.4 (Alon). Es seien p eine Primzahl, k& < p und ay,...,a; € Fp. Fir alle k-
elementigen B C I, gibt es eine Bijektion ¢: [k] — B derart, dass die a;+ (i) paarweise
verschieden sind.

Das Problem fiir gerade p (also p = 2) wird umgangen mit der Forderung k < p.

Beweis. Betrachte

P(xy,...,xx) = H($] —z)(zi —zj+a; —a;) = H(x] — ;) ((ai + zi) — (a5 + z4))
1<i<j<k 1<i<j<k

iiber F,. Die Koeffizienten von (z1 - ... - z;)¥! ist nach Folgerung k! # 0 (mod p),
da grad(P) = k - (k — 1). Nach [Alons Nullstellensatz| gibt es by, ...,b; € B mit

P(by,...,by) #0.
Fiir alle 7 # j ist nun b; # bj, a;+b; # aj+b;. Daher ist i — b; die gesuchte Bijektion. []
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7 SNEVILYS VERMUTUNG

Beachte, dass die Aussage etwas stérker als[Snevilys Vermutung]ist, da hier die a1, ..., ay
nicht unbedingt paarweise verschieden sein miissen. Setzen wir ay, ..., ax als paarweise
verschieden voraus wie in der Vermutung, so sei auflerdem angemerkt, dass fiir ungerade
p auch k = p zuldssig ist, da x — 22 dann eine Permutation von [F), ist.

Da wir ein paar weitere Mittel brauchen fiir die Vermutung, folgt jetzt eine Wiederholung
von einigen Fakten aus der Algebra und Zahlentheorie.

Wiederholung: Algebra und Zahlentheorie
Wir werden folgende Fakten ohne Beweis nutzenﬂ

1. Wenn a, m € N teilerfremd sind, dann gibt es t € Nmit a’ =1 (mod m). (t = p(m)
hat diese Eigenschaft, wobei ¢ die eulersche Phi-Funktion ist.)

2. Jede endliche, abelsche Gruppe G ist zu einem Produkt (Z/dZ) x --- x (Z/d,Z)
isomorph, wobei d1,...,d, € N.

3. Fiir jede Primzahlpotenz p” gibt es einen Korper F,-, der p” Elemente hat. Zum
Beispiel ist - der Zerfallungskérpeﬂ von XP' — X iiber F,. AuBerdem ist (I, )
zyklisch.

4. Es seien G eine Gruppe und F ein Korper. Ein Charakter von G in F ist ein
Gruppenhomomorphismus G — (F*,-).

Satz 7.5 (Artin). Es seien G eine Gruppe und F' ein Korper. Die Charaktere von G in
F sind linear unabhéngig (im F-Vektorraum aller Funktionen von G nach F).

Beweis. Sonst géibe es Charaktere x1,...,Xxn und A,..., A\, # 0 derart, dass

1=1

fiir alle x € G. Wéhle dabei die Charaktere so, dass n minimal ist. Es gilt n > 2@
Wihle a € G mit x1(a) # x2(a). Fir alle z € G ist nun

Z)\ xi(azx) Z)\ xi(x) =0,

das heif3t .
> i —x1(a))xi(z) =0
=2

wegen x;(azx) = y;(a)x;(x). Nach Minimalitdt von n sind die Koeffizienten Null, aber

A2(xz2(a) — x1(a)) # 0. % O

35 Als Referenz kann beispielsweise das Algebra-Skript| von Dr. Christoph Schweigert dienen.
36Ein moglichst kleiner Kérper, in dem ein gegebenes Polynom in Linearfaktoren zerfillt.
3"Wir bilden ja in (F*,-) ab.
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7 SNEVILYS VERMUTUNG

Wir betreiben jetzt eine Fourier-Analyse, die diskreter als diskrete Fourier-Analysis ist.

Satz 7.6. Es seien G eine endliche, abelsche Gruppe und F' ein endlicher Korper mit
|G| | |F*|. Dann bilden die Charaktere von G in F eine Basis des F-Vektorraums aller
Abbildungen von G nach F.

Beweis. Setze n = |G|. Nach Satz[7.5| geniigt es, n Charaktere von G nach F anzugeben.
Es existieren dy,...,d, € N, sodass

G=(Z/AWZ)x - x (Z]d,Z)
Fiir alle i € [r] ist d; | |G| | |[F*]| und F* ist zyklisch. Wéhle & € F* mit Ordnung d;.
Fir alle aq,...,a, mit 0 < a; < d; ist
T
(b1 + diZ,... b, + d,Z) — [] &

i=1
ein Charakter von G in F'.
Hierdurch erhalten wir [[;*; d; = n verschiedene Charaktere. O]

Man kann die Bedingungen etwas relaxieren, sodass aber weiterhin d; | |G| | |F*] gilt.

Lemma 7.7. Es seien F' ein Korper, k < |F| und A eine (k x k)-Matrix mit Eintrédgen
aus z1, ..., zm. In keiner Zeile oder Spalte von A seien zwei gleiche Eintrdge. Dann kann
man die Variablen so durch Elemente &1, ..., &, € F ersetzen, dass det(A) # 0.

[ ] L [e] [m] +

[m] [ ] + o L]

Abbildung 20: Beweisskizze zu Lemma

Beweis. O.B.d.A. komme 21 genau ¢t > 1 mal vor. Dabei ist ¢ < k. Dann gilt
det(A) = £det(A) - 2t + o(2h),

wobei A’ eine (k — t) x (k — t)-Matrix mit den gleichen Eigenschaften ist. Nach Induk-

tionsannahme gibt es &, ..., &, mit det(A’) # 0. Ersetzen wir also fiir i = 2,...,m z;
durch &;, so ist det(A) ein Polynom in z; vom Grad t < k < |F|.
Waéhle schlieSlich £; passend. O

Satz 7.8 (Bodan Asovski). Snevilys Vermutung ist wahr.
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7 SNEVILYS VERMUTUNG

Beweis. Es seien G eine abelsche Gruppe von ungerader Ordnung n und
A=A{a,...,a1},B={b1,...,b;}

seien Teilmengen von G. Wahle m € N mit n | 2™ — llﬂ und setze F' = Fam.
Ordne jedem g € G eine Variable z, zu und betrachte die (k x k)-Matrix (z4,15,)1<i j<k-

In keiner Zeile oder Spalte kommt eine Variable doppelt vor. Wegen k < n < 2™ gibt es
nach Lemma [7.7) p: G — F derart, dass

det((¢ (a; + bj))1<ij<k) # 0.

Wegen |G| | |F*| gibt es Charaktere xi,...,Xxn, von G in F, die eine Basis des F-
Vektorraums aller Funktionen von G nach F bilden. Es gibt also Aq,..., A, € F mit
@ =711 Xi Nun ist

det(( (a; + bj))1<ij<k) = det (Z At - xe(ai + bj))
t=1 1<i i<k

=)D Ay Ay det(x, (s + b)) 1<i <k
t1=1 tr=1

wobei die letzte Gleichheit aus der Linearitdt von det(-) in Abhéngigkeit der Zeilen folgt.
Hier ist immer x¢, (a; + ;) = x¢,(a;) - xt,(bj). Wenn also etwa t; = t;s fiir ¢ # i’ gilt, sind
die i-te und ¢'-te Zeile linear abhéngig, das heifit die Determinante ist Null.

Daher ist

det((«p (CL@' + bj))lﬁidﬁk) = Z )\31 s )‘Sk Z det(xsm) ((li + bj))lgi,jgk-
1<s1 < <8< TESK

Es gibt also feste Zahlen 1 < 51 < --- < s < n mit
> det(Xs,, (@i + bj))1<ij<k # 0.
TESE

Setze p; = X, fur i € [r]. Nun sind ¢y, ..., ¢ verschiedene Charaktere von G in F' und
> det(pry(ai + bj)i<ij<k 7 0-
TESK

Wir werten jetzt die Determinanten aus und kénnen dabei sgn(-) ignorieren, da F' Cha-
rakteristik 2 hat. Es ergibt sich

k
Z Z H Or(iy(ai +brs) # 0.

TESE TES) i=1
Es gibt also eine Permutation 7 mit
k

det(p;(ai + byy)i<ij<k = > | @r@ (@i + bry) # 0.
ﬂESk =1

Insbesondere sind die Zeilen die Matrix (y;(a; + b-(;))1<i,j<k verschieden.
Daher sind die Summen aj + b.(1), ..., ax + by(x) paarweise verschieden. ]

38Moglich, da n und 2 teilerfremd sind und wir dquivalenterweise 2™ = 1 (mod n) wollen.
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8 Das KAKEYA-PROBLEM

8 Das Kakeya-Problem

Eine kompakte Menge K C R"™ heifit K_akeya—MengeEgL wenn K Einheitsstrecken in allen
Richtungen enthilt. Zum Beispiel ist B /5(0) eine Kakeya-Menge.

Abbildung 21: B, /2(0) enthilt Einheitstrecken in allen Richtungen

Wie ,klein“ kénnen jetzt Kakeya-Mengen sein? Um das Problem besser zu verstehen,
brauchen wir Begriffe aus der geometrischen Mafitheorie: Fir A C R", s > 0,6 > 0
setzen wir

H5(A) == as - inf {Zdiam(Ui)s AC U U;,Vi € N: diam(U;) < 5} ,
1€EN 1€N

wobei

— w3 40
CTE TG I

Diese Normierung ist notwendig, da mit U; als Bélle tatsachlich es ,,bestmoglich ist.
Fiir feste A, s ist weiterhin #3(A) monoton wachsend fiir § — 0. Daher existiert

He(A) = lim H3(A),

das sogenannte s-dimensionale Hausdorff-Mafl von A.
Zum Beispiel ist H"(A) das duBere Lebesgue-Mafl von A. Man nennt dimpgy(A) =
inf {s > 0: H*(A) = 0} die Hausdorff-Dimension von A. Man kann zeigerﬂ dass
di A
HE(A) = 0 ,s> 1mH( )
oo s <dimpg(A).

Mit anderen Worten ist das Hausdorff-Mafi einer Menge nur fir ihre entsprechende
Hausdorff-Dimension interessant.

39Benannt nach dem Mathematiker Soichi Kakeya, der diese selbst eingefiihrt hat.
OWenn s € N gilt, ist as das s-dimensionale Volumen des s-dimensionalen Balls mit Durchmesser 1.
41Djes sei dem Leser iiberlassen.
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8 Das KAKEYA-PROBLEM

Vermutung 8.1 (Kakeya). Jede Kakeya-Menge K C R™ hat Hausdorff-Dimension n.

Dieses Problem ist fiir n = 1,2 gelost. Vor kurzem wurde gezeigt, dass € > 0 mit
dimpy (K) > 5/2 + ¢ fiir alle Kakeya-Mengen K C R? existiert. Fiir n > 4 weifl man

dimp (K) > (2 —V2)(n —4) + 3.

In dieser Form werden wir uns nicht mit dem Kakeya-Problem beschéftigen: Fiir einen
endlichen Korper F heifit K C F" Kakeya-Menge, wenn K Geraden in alle Richtungen
enthalt.

Satz 8.2 (Dvir). Es seien F' ein endlicher Koérper und n € N. Fiir jede Kakeya-Menge

K C F gilt
K s (FIHn=1) S JE
- n ~ !l

Moralisch wéchst die GroBe der Kakeya-Mengen mindestens in der Gréfenordnung | F|"
mit der Normierungskonstante 1/n!.

Beweis. Es sei K C F" eine Kakeya-Menge.
Fl4+n—1
Annahme. |K| < (! ‘n" ).

Die Anzahl der Monome z{* - ... 25", dessen Grad aj + - - - + v, hochstens |F| — 1 ist,
betriagt (das mache man sich mit der Stars-and-Bars Methode klar)

<|F\ +nn - 1)_

Daher gibt es ein Polynom ¢g € Fz1,...,z,] mit ¢ # 0 und grad(g) < |F| — 1, sodass
fir alle x € K g(z) = 0 gilt, da das folgende Gleichungssystem nicht-trivial losbar ist:

V(x1,...,2,) € K: Z Aot om " X1 g =0,

ai,...,an €N,
ar+-Fan<|F|-1

Setze d = grad(g). Dann ist 1 < d < |F| — 1. Es sei g die Summe aller Monome

a-xz{t ...z von Grad d, die in g vorkommen. Betrachte ein beliebiges y € F™. Da
K eine Kakeya-Menge ist, gibt es einen Punkt 2z mit

{z+ X y: e F} CK.

Das Polynom P(\) = g(z+\y) € F[N erfullt VA € F: P(\) = 0 und grad(P) < d < |F|.
Somit ist P = 0, das heiit §(y), der Koeffizient von A? in P, ist Null. Dies zeigt g(y) = 0
fir alle y € F". Da aber grad(g) < |F| gilt, widerspricht dies dem [Kombinatorischen|

[Nullstellensatzl* O

42 Hier den Nullstellensatz zu zitieren ist wie mit Kanonen auf Spatzen schieBen — Christian Reiher,
18. Januar 2023, dem aber keine bessere formale Begriindung einfiel.
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8 Das KAKEYA-PROBLEM

Satz 8.3 (Schwartz, Zippel). Es seien F' ein endlicher Korper und f € Flxy,..., 2]
nicht das Nullpolynom. Wenn grad(f) = d gilt, dann ist

{(x1,...,2,) € F™: f(z1,...,2,) =0} < d-|F["".
Bewezs. Wir fihren eine Induktion nach n.
n=1: Das ist bekannt.

n—1~»n: O.B.d.A. komme z,, in f vor. Schreibe f = hg + - + hp2]', wobei hy, ...,
hm € Flx1,...,2p_1],m > 1, hy # 0. Partitioniere nun

A={(z1,...,zn) € F": f(x1,...,2,) =0}

in

A ={(z1,...,2n) € A: hyp(z1,...,29n-1) # 0},

Ay ={(x1,...,2p) € A: hyp(x1,...,2y—1) = 0}.
Fiir fixes (z1,...,2p-1) € F" L by (21, .., 2n—1) # 0, kann es hochstens m
Werte fiir z,, geben, sodass f(r1,...,2,-1) = 0 gilt, also

|Ai| < |F["hm
Weiter ist nach der Induktionsannahme
| 42| < grad () - [F["™* - |F| = grad(hm) - |F|" 7.
Da grad(hy,) < grad(f) — m gilt, folgt

Al = AL+ |Az| S m- [FI" 4 (d—m) - [F"T < d - | FPT

Es folgt die Behauptung. O

Es seien 7,6 € (0,1). Wir nennen K C F" eine (v, d)-Kakeya-Menge, wenn es (min-
destens) 0 |F|" Geraden | C F™ in paarweise verschiedene Richtungen gibt, fir die
N K|>~|F| gilt.

Satz 8.4 (Dvir). Es seien 7,0 € (0,1), F' ein endliche Koérper und n € N. Fir jede
(v, d)-Kakeya Menge K C F" gilt |K| > (dzn) wobei

d = |min {~,8) - |F|| — 1
Beweis. Es sei K C F" eine (v, ¢)-Kakeya-Menge.

Annahme. K| < (©").

n

43Dvir hatte urspriinglich als Schranke (dt’_il

einen Trick verraten.

), was etwas schwécher ist. Alon hat ihm aber dann
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Da es (d:") Monome {L‘?l ~ooozom vom Grad o+ - -+ ay, < d gibt, existiert e_in Polynom
g € Flzy,...,zy] mit grad(g) < d,g # 0, und g(x) = 0 fiir alle z € K. Setze d = grad(g).
Es sei g die Summe aller Monome a - 7" - ... 2&" vom Grad d, die in g vorkommen.

Betrachte y € F™ derart, dass fiir ein € F™ die Gerade [ = {z + Ay | A € F'}
INK|>~|F|

erfiillt. Das Polynom P(\) = g(z 4+ Ay) hat hochstens Grad d < d < ~|F|, aber min-
destens + | F| Nullstellen. Daher ist P = 0. Da A% in P den Koeffizienten g(y) hat, muss
insbesondere g(y) = 0 sein. Also hat g mindestens ¢ |F'|" Nullstellen. Dann ist aber

n n | = SatzB3 - n—1 n—1 n
SIFI"<{y e F"|gly) =0} < d-|FI"" <d-|F["" <d|F[". % O

9 Auflere Produkte

Jemand hat sich wohl etwas mit Tensorprodukten gewiinscht, also machen wir das jetzt.

Definition 9.1. Es seien V ein n-dimensionaler Vektorraum tiber F und & < n. Man
nennt w: V¥ — F eine alternierende k-Form, wenn

o w(v1,...,vg) bei festen vq,...,v;—1,Vit1,...,v; linear in v; ist fiir alle ¢ € [k],
o w(vi,...,vy) =0 gilt, falls v; = v; mit i # j.
Der F-Vektorraum der alternierenden k-Formen bezeichnen wir mit A* V*.

Zum Beispiel ist A' V* der Dualraum von V.

Bemerkung 9.2.
(1) Falls k =2, w € A2V*, ist

0=ww+v,v+7)=wl,v)+w,v)+wl, v) +wl, v)
=0 =0

fir alle v,v’ € V, das heiit w(v,v) = —w(v',v).
(2) Analog gilt fiir kK >2: Wenn 1 <i< j<k,we AFV*, dann gilt
WV, o3 Uy ey Uiy ooy U) = —W(UL, o0y Uy ooy Uy o, V).

(3) Allgemein ist
w(vw(l)v s 7v7r(n)) = Sgn(ﬂ-) : w(vlv e ,’Uk)

fiir alle w € A*V*, 7 € S, und vy,...,v, € V.
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Fakt 9.3. Es seien aq,...,a € V*. Dann ist

wVFk—F
ar(vy) ... ai(vg)
(V1, ..., V%) —> :

Oék("Ul) Ce ak(.vk)

eine alternierende k—Form@ Wir schreiben w = a3 A -+ A ay;.

Beweis. Da die Determinante in der i-ten Spalte linear ist, ist w(vy,...,vx) in v; linear.
Wenn v; = v; fiir ¢ # j gilt, hat die Determinante den Wert 0, da zwei ihrer Spalten
iibereinstimmen. O

Satz 9.4. Es sei n1,...,n, € V* eine Basis von V*. Setze np = n A--- A ny, fir
T = {t1,....ty} € [n]®),t; < -+~ < t. Dann ist (17) e eine Basis von APV
Insbesondere ist dim(A" V*) = (}).

Beweis. Es seiey,...,e, € V die zu ny,...,n, duale Basis, das heifit es gelte
ni(ej) = 0i;

fiir alle 4, j € [n]. Wir zeigen zuerst, dass (n7) e ein Erzeugendensystem ist. Hierfiir
sei w € A¥V* gegeben. Sind v1,...,v, € V beliebig, so schreibe man v; = Z?:l Q; je;
fiir ¢ € [k]. Dann erhalt man

n n
w(vg,...,v5) = Z Z Al e O g w(€sy, ... €5,).

81:1 sk:1

Wenn s; = s; fiir i # j gilt, so ist w(es,,...,es,) = 0. Also gilt

wvg, ..., v) = Z Z Mty * e ‘Oék,tﬂk)w(@tﬂ(l),-~-7€t,r<k))-
1<t <<t <nwESy

Setze wr = w(ey,, ..., e, ) fir alle T = {t1,...,t;} € [n]®) ) < - <ty sind. Dann ist
wvg, ..., v) = Z Wt1,ti) Z sgn () Ty e Ot
1<t1 <<t <n TSy

= Z Wity tg} H(O‘i,tﬂlgz’ang

1<t1 <<t <n

= Z Wity ot} H(Utj (Ui))lgi,jng

1<t1 <<t <n

= Z Wity tr} 'n{tl,...,tk}(vlv ey k).

1<t <<t <n

“Mit ||-|| ist in diesem Kontext die Determinante gemeint.
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Daher ist w = ZTG[n](k> wr - N7, das heifit (nT)TE[n](k) erzeugt \F V*.
Nun sei (’YT)Te[n]<k) eine Familie von Elementen von F' mit

Z yr - nr = 0.
Ten])(k)

Firallel <s1 <--- < s, <nistalso

Z ,YT'nT(esla"'aesk):o'
T€[n|*)

Wenn T' # {s1,...,5k}, also s; € T fiir ein ¢ € [k], so ist nr(es,,...,es,) = 0; wenn
T = {s1,...,5k}, so ist nr(es,,...,es,) = H(‘si,j)léi,jSkH = 1. Daher ist vg = 0 fur
S ={s1,...,s}. Dies zeigt, dass (n7)pe[, o linear unabhéngig sind. O

Fakt 9.5. Fir Linearformen aq,...,ap € V* gilt genau dann aj A --- A ap = 0, wenn
sie linear abhéngig sind.

Beweis.
» = “: Seien ai,...,ay linear unabhéngig. Wéhle vy,..., v, € V mit a;(vj) = §; ; fir
alle i, j € [k]. Dann ist (a1 A -+ Aag)(vi,...,v,) = [|0;5]| =1 F#0.
, <= “ Seien ay,...,q; linear abhéngig. Fir alle vy, ..., v, € F sind die Zeilen von
ar(v) ... ai(vg)
ag(vr) ... ag(vg)
dann linear abhéngig, das heifit die Determinante der Matrix ist Null. O

Lemma 9.6. Es sei U* ein k-dimensionale Untervektorraum von V*. Fiir je zwei Basen
ai,...,ap und By,..., 0 von U* sind a3 A -+ Aag und 1 A --- A Bi linear abhéngig.

Beweis. Es sei (7; ;)1<i j<k durch 3; = 25:1 vi,jo fir alle ¢ € [k] gegeben. Dann ist

k k
Bl/\“./\/@k: Z Z’yl,tl St Vit 'Oétl/\"'/\Oétk
t1=1 tp=1
= Z Vimw(1) "o Vm(k)  Qar(1) N\ AN Q)
TES
= Z Sen(T) * Yir(1) - Vhow(k) " QLA Ao
TES)
= [[(vighr<ij<kll -oa Ao Aoy O

Wir schreiben oft Ay« fiir a3 A -+ A ag in dieser Situation. Nach Fakt ist Ag« # 0
und nach Lemma|9.6| A« (nur) bis auf Multiplikation mit Skalaren eindeutig bestimmt.
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Satz 9.7. Fir k + [ < n gibt es genau eine bilineare Abbildung
A NV N Ve — AT
(o,w) —r o Aw
mit
(@A Nag) N(BLA-AB) =a1 A Ay (%)
fur alle aq, ..., 5, € V*.

Beweis. Sei ..., 7, eine Basis von V*. Dann sind (117) e+ (1Q) gefm)» Basen von

A VE ALVE Definiere np A ng so, dass (x) gilt und setze dann linear fort.
Die Eindeutigkeit ist klar. O

Ab hier war es nur ,,Allgemeinbildung”, jetzt wollen wir diese Formen in Aktion sehen.
Wir beweisen nun eine Vektorraum-Version von der Folgerung [£.16|aus dem Lemma von
Bollobas / Lemma der stirker als die Mengen-Version ist.

Lemma 9.8. Es sei V ein (r + s)-dimensionaler Vektorraum iiber F. Auflerdem sei-
en Ai,..., Ay r-dimensionale Untervektorrdume von V und By, ..., By, s-dimensionale
Untervektorrdume von V. Es gelte

o A;NB; ={0} fiir alle i € [m],
e« A;NB;# {0} firallel <i<j<m.
Dann ist m < (T':S).
Beweis. Wegen V =2 V* seien A1, ..., B; Untervektorrdume von V* statt V. Dann ist
o Aa, ANAp, # 0 fiir alle i € [m],
. /\Ai/\/\Bj =0firallel <i<j<m.

Also sind Ay, ..., A4,, € A" V" linear unabhéngig:
Seien ¥1,...,%m € F, 2270 vi Aa, = 0. Sei j = max {i € [m] | v; # 0}. Dann ist

Zf:l% (/\A) A </\Bj> =0 = (/\Aj> A </\Bj> —0.5

Somit ist m < dim(A" V*) = ("1%). O

r

Es wére schon, wenn wir die Bedingung an die Dimension von V weglassen kénnten.
Dafiir schauen wir uns folgenden Satz an:

Satz 9.9. Es seien W ein Vektorraum tuber einen unendlichen Kérper K und ¢t < n =
dim(W). Ferner seien Uy, . .., Uy, Untervektorrdume von W deren Dimension mindestens
t betrage. Dann gibt es einen Untervektorraum 7" von W mit dim(7") =n — ¢t und

dim(U; N T) = dim(U;) — ¢

fur alle i € [m].
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Beweis. O.B.d.A. sei W = K™. Betrachte die n — ¢ Vektoren

xj:(a;j,l xj,n) (1<j<n—t)
mit Variablen als Eintrégen. Fiir ¢ € [m] seien ugi), . ,ugi) € U; linear unabhéngig.
Das Polynom
Di = det (ugl), R ,ugi),wl, . ,:L‘n_t) S K[.TLI, . ,xn_tm] (1 <1< m)

ist nicht das Nullpolynom, denn: W hat nach dem Basisergdnzungssatz eine Basis der
Form ugi), . ,ugi),ugl, . ,u,(f). Insbesondere gilt pi(uﬁl, ce ug)) # 0.
Daher ist auch

p=Dp1-..."Pm
nicht das Nullpolynom (schliellich ist der Polynomring nullteilerfrei). Da K unendlich ist,
gibt es Vektoren &1,...,&,—¢ € W mit p(&1,...,&,—¢) # 0. Es sei T der von &;,...,&,—¢

erzeugte Untervektorraum von W. Fiir alle i € [m)] ist

pi(&1, ., &nt) # 0,

das heif3t ugi), R uq(f),fl, ..., &y ist eine Basis von W, somit U; + 717 = W und

dim(U; N T) = dim(U;) + dim(7T) — dim(U; + T') = dim(U;) — t. O
=n—t =n

Satz 9.10 (Lovéasz). Es seien V ein Vektorraum iiber einen Korper K. Die Untervek-
torrdume Aj, ..., A, seien r-dimensional und By, ..., B, seien s-dimensional. Wenn
(i)  A;n B; = {0} fir alle i € [m],
(i) A;NB;#{0} firalle 1 <i<j<m,
dann ist m < (TJTFS).
Beweis. O.B.d.A. sei dim(V) = n endlichﬁ Zunachst sei K unendlich. Nach (i) ist
dim(A; + B;) = r + s fir alle i € [m]. Nach Satz existiert ein Untervektorraum 7'
von V mit dim(7) =n — (r + s) und
(iii) dim((A; + B;) NT) =0 fiir alle i € [m].
Betrachte die Projektion 7: V' — V/T. Setze A, = w[A;], B = n[B;] fur alle i € [m)].
Nach (iii) ist dim(A; + B}) = r + s fiir alle ¢ € [m]. Also sind A}, ..., A}, r-dimensional,
1r---, By, s-dimensional, A; N B; = {0} und A; N B} # {0} fiir 1 <i < j <m, denn

dim(A; 4+ Bj) < dim(4; + Bj) <7 + s = dim(4}) + dim(B;).
Da dim(V/T) = dim(V) — dim(T) = r + s gilt, folgt m < ("7*) aus Lemma
Nun sei K endlich. Sei L | K eine unendliche Kérpererweiterung (beispielsweise konnte

man L als den Korper aller rationalen Funktionen mit Koeffizienten in K wéhlen). Wende
das bereits gezeigte auf die Skalarerweiterung V®x L, A;®Qx L, B;®k L (i € [m]) an. O

45Sonst konnten wir den endlichen Vektorraum A; + -« - + A + B1 + - - - + B betrachten.
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Satz 9.11 (Fiiredi). Es seien V ein K-Vektorraum und ¢ € Ny. Ferner seien Aq,..., Ay,
r-dimensionale und By, ..., B, s-dimensionale Untervektorrdume von V. Wenn

(i) dim(A4; N B;) <t fir alle i € [m],
(i) dim(A; N Bj) >t fir i < 4,

7"+s—2t) )

dann ist m < ("7

Beweis. Wie vorhin seien K 0.B.d.A. unendlich und n = dim(V') endlich. Aus (ii) folgt
r,s > t. Nach Satz gibt es einen Untervektorraum 7" von V' mit

o dim(7T) =n—t,
o dim(A;NT)=r—t,dim(B;NT)=s—t,dim(A4;NB;NT) =0 fir alle i € [m].
Wende nun den Satz [9.10] auf r — ¢, s — ¢ und die Rdume
AT, ..., AaNT,BiNT,...,B,NT

an. Das ist nur zulédssig, wenn dim(4; N B; NT) >0fir1 <i < j <m.
Dies ist aber der Fall, denn

dlm(Al N Bj N T) = dlm(AZ N Bj) + dim(T) — dlm((AZ N Bj) + T) > 0. O
>t =n—t <n

Folgerung 9.12. Es seien X eine endliche Menge, A1, ..., Apn € X, und By, ..., B, €
X ), Ferner sei t € Ng. Wenn

. |AlﬂBz| <t fur alle i € [m],
. |AiﬂBj|>tf1'ir1§i<j§m,

T+s—2t)
: r+s5—2¢

r—t
T Y

dann ist m < (

Beispiel 9.13. X =T UY, wobei |T| =t,|Y| = r+s—2t. Esseien C1, ..., Cy, die (r—t)-
elementige Teilmengen von Y, wobei m = (rts__t%). Setze A; =TUC;, B =TU (Y \ ).
Dies zeigt, dass die Schranke optimal ist.

Beweis von Folgerung[9.13. Es sei V ein Q—Vektorraum@ mit Basis {e,: x € X}. Fur
i=1,...,mseien A;, B; die von {e,: © € A;} bzw. {e,: x € B;} erzeugten Untervektor-
rdume von V. Dann ist

dim(A; N B;) = |A; N B;| <'t, dim(A; N Bj) = |A; N By| >t
fiir i € [m] bzw. 1 <14 < j < m. Nach Satz gilt also m < ("), B

r—t

46Welchen Koérper man wiéhlt, ist hier relativ egal.
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A  Loésungen zu den Ubungsblittern

Disclaimer

Es sei nochmal betont, dass dies ein inoffizieller Mitschrieb der Vorlesung Algebraic
Methods of Combinatorics des Wintersemesters 2022 - 2023 bei Dr. Christian Reiher ist.
Ich erhebe daher keinen Anspruch auf Richtigkeit oder Vollstdndigkeit. Die folgenden
Loésungen wurden in der Ubung erarbeitet und kénnen gegebenenfalls unvollstéindig sein
oder Fehler enthalten.

Blatt 1
Aufgabe 1

Behauptung. Es seien Ai,..., A, und By,..., B,, Teilmengen der endlichen Menge
X. Fiir alle i € [m] sei |4; N B;| ungerade. Fir alle 1 <47 < j < m hingegen sei |A4; N Bj|
gerade. Dann gilt m < | X|.

Beweis. O.B.d.A. sei wieder X = [n], e1,...,e, die Standardbasis von Fy und (-, -) das
darauf definierte Standardskalarprodukt. Kodiere jede Menge C' € {A4;,B; | 1 <i <m}
mit einem Vektor vc = > ..o ec. Die Eigenschaften von A; und B;, wobei ¢ < j, impli-

zieren
1, 1=
O

Betrachte nun die Matrizen M* € F5**" und M? € F3*™, wobei die Zeilen von M! durch
(M},) = v, und die Spalten von M? durch (M?;) = vp, gegeben sind. Obiger Fakt
iiber das Skalarprodukt impliziert, dass M- M? eine untere (m x m)-Dreiecksmatrix ist
mit Einsen auf der Diagonalen. Da also das Produkt von beiden Matrizen regulér ist,
miissen beide Matrizen einen Rang von mindestens m haben. Wiirde n < m gelten, so
wére der Rang beider Matrizen hierfiir aber zu klein, also muss m < n gelten. O

Bemerkung A.1. Alternativ kann man wie folgt vorgehen: Wenn man eine Linear-
kombination } /%, a;va, der Null hat, dann kann man nacheinander induktiv durch

a; = (B1,> 1% ajva,) = 0 folgern, dass ag = -+ = a,, = 0 gilt. Dann wéren also wie
gewlinscht v4,,...,v,,, linear unabhingig. O
Aufgabe 2

Behauptung. Es seien Ay,..., A, Teilmengen der endlichen Menge X. Fiir 4,j € [m]
sei |A; N Aj| genau dann durch 4 teilbar, wenn i # j gilt.

Beweis. Es seien Aq,..., A, Teilmengen von einer endlichen Menge X und n = |X]|.
Wie oben sei 0.B.d.A. X = [n] und fiir A C X v4 der Inzidenzvektor.
Nach den Voraussetzungen wissen wir, dass

{1,2,3}, i=j

<vAi,vAj> (mod 4) € {{0}7 it

65



A LOSUNGEN zU DEN UBUNGSBLATTERN

Anders als zuvor, fassen wir aber v4 als Vektoren des Q-Vektorraums Q™ auf. Betrachte
nun die Matrix M € Z"*™, wobei die Spalten von M durch (M, ;) = va; gegeben sind.
Obige Gleichung umgeschrieben ergibt 4 | (M T - M); ; <= i # j.
Koénnen wir nun zeigen, dass N = M " - M regulér ist, so wiren wir fertig, denn wére
m > n, so konnte N hochstens Rang n haben statt vollen Rang m.

Behauptung. Es sei N € Q™*™ eine Matrix mit Z-Eintragen, sodass
Dann ist N regulér.

Beweis. Wir zeigen dies iiber Induktion auf m. Wenn m = 1 ist, ist die Aussage klar.
Sei also m > 1. Es sei fiir r1,...,r € Q diag(ry,...,r) die (I x [)-Diagonalmatrix iiber
Q mit (diag(ri,...,77))i; = 7i.
(i)  O.B.d.A.sei Nj,, ein Vielfaches von Ny, ,,, fiir i < m: Wenn nicht, multiplizieren
wir im Fall, dass Ny, ,, =0 (mod 2) gilt mit der Matrix

D = diag <Nm’m e Nm’m, 1) eQmxm.
2 2

Beachte, dass D regulér ist, da Ny, ,, = 2 (mod 4) gilt. Zudem ist wegen jenem

Fakt Ny, m/2 ungerade und damit D - N immer noch eine ganzzahlige Matrix

mit Vielfachen von 4 genau auf den Nebeneintrégen. Ist Ny, ,, =1 (mod 2), so

multipliziere man N mit

D = diag (Npm, - - - Nypm 1) € Q7

In diesem Fall ist D auch regulir und D - N eine Matrix entsprechend der
Voraussetzungen des Lemmas. Beachte, dass in beiden Féallen D - N genau dann
regulér ist, wenn N regulér ist.

(ii)  Subtrahiere von der i-ten Zeile ein geeignetes ganzzahliges Vielfaches der m-ten
Zeile von N fiir alle i € [m — 1], sodass fiir die resultierende Matrix N’ N/, =0
gilt. Dies ist zulédssig wegen (i). Beachte, dass wegen Ny, ; = 0 (mod 4) N’
immer noch eine Matrix entsprechend der Voraussetzungen ist. Weiterhin ist
der Rang einer Matrix eine Invariante unter Zeilenumformungen, also N’ genau
dann regular, wenn N regulér ist. Nun, beachte, dass durch Entwickeln der
letzten Spalte wir

det(N') = Ny, ., - det(N') 1< j<m—1)

erhalten. Da nach der Induktionsvoraussetzung (N’ )1§i,j§m_1 regulér ist, ist
damit tatsichlich N” auch regular.

Hiermit wire der Beweis vollbracht.

Also ist IV regulir und es folgt die Behauptung.
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Bemerkung A.2. Alternativ kann man wie folgt vorgehen: Man interpretiere wieder
Aq, ..., Ay als Vektoren (also v4;, = A;), aber iiber den Kérper Q. Angenommen es gibt
eine Linearkombination

m
=1
mit aq,...,a, € Q. O.B.d.A. seien aber all diese «; ganzzahlig, sonst multipliziere man

mit dem Hauptnenner. Zudem seien diese a; so gewahlt, dass
max {|a1], ..., |amn|}

minimal ist. Nun sind aber alle o; gerade, denn

n
0= <ZO¢¢ ‘ AivAj> =a; (45, 4A)) =a;-|A;|  (mod 4).

i=1

Damit widerspricht «;/2,. .., a;,/2 der Minimalitdt von aq, ..., qun. O

Aufgabe 3

Behauptung. Es sei n € N und C eine Menge von Teilmengen von [n| mit folgenden
Eigenschaften:

o Fiir alle A € C ist |A| gerade.
o Fiir alle verschiedenen A, B € C ist |A N B| ungerade.

Dann ist die grofitmogliche Méchtigkeit von C n falls n ungerade ist und sonst n — 1.

Beweis. Erstmal stellen wir fest, dass |C| = n—1fiir n € 2N und |C| = n furn € (2N—-1)
moglich ist. Hierfiir nehme man im ungeraden Fall C = {[n]\ {i} | ¢ € [n]} und im ge-
raden Fall beispielsweise C = {{1,7} | 2 <i <n} (oder C = {[n — 1]\ {i} | i € [n — 1]}).
Dann hat offensichtlich C die gewiinschte Méachtigkeit und Schnitt-Paritéat. Fir die Opti-
malitéit kodiere man wie in die Teilmenge durch Vektoren von F5. Angenom-
men C = {C1,...,Cy,}. Betrachte nun die Matrix M € F;*™, wobei die Spalten von M
durch (M, j) = vc; gegeben sind. Es gilt MT M = 1pxm —idy = N, wobei Lyxm die
(m x m)-Matrix mit nur Eins-Eintrdgen ist. Mit diesem Wissen bilden wir Schranken
auf den Rang von M: Zum einen gilt wegen |C;| =0 (mod 2)

M7 1,x1 =0,

also hat M T und damit auch M keinen vollen Rang, womit dieser héchstens n — 1 ist.
Wir werden nun die Eigenvektoren von N bestimmen. Beachte, dass wir dann eine untere
Schranke fiir den Rang von M geben koénnen. Betrachte also die Vektoren gegeben durch

v = Lpyx1
4 1, j7=1o0der j=1
vl = J rr=e (2<i<m)
0, sonst.
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Man stelle fest, dass v! ein Eigenvektor von N zum Eigenwert m — 1 ist und v fiir

2 <1 < m ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Ebenfalls ist klar, dass die angegebenen
Eigenvektoren linear unabhéngig sind. Da eine (m x m)-Matrix (algebraische Multipli-
zitdt miteinberechnet) genau m Eigenwerte hat, sind das auch alle. Ist nun m ungerade,
soist m—1 =0 (mod 2), womit also N Rang m — 1 hat. Im Fall, dass m gerade ist, gilt
wiederrum m — 1 =1 (mod 2), womit also N vollen Rang m hat.

Insgesamt haben wir also, weil der Rang von N hochstens der von M ist,

m—1<n—-1= m<n
flir ungerade n und sogar m < n — 1, wenn n gerade ist. O

Alternativer Beweis. Es seien Aq,..., A, C [n| mit |4;] = 0 (mod 2) fir alle ¢ € [m]
und |[4; N A;| =1 (mod 2) fir alle i # j. Angenommen m > n. O.B.d.A. sei m =n+ 1.
Da Ay,..., Apy1 € ([n])7F gilt, wobei ([n])* (n — 1)-dimensional ist, sind Ay, ..., A, und
A, ..., Ap—1, Apy1 linear abhéingig.

Also existieren aq,...,ap, B1,..., B € Fy nicht alle Null mit
n
> a4 =0, Bi-Ar+-+ Bpo1-Apn—1+ B Apy1 = 0.
i=1
Fiir alle j € [n] ist 0 = (4,377 i - Ai) = 3,25 ;. Somit ist oy = 351 «; fiir alle
j € [n] und, weil nicht alle Null sind, a1 = -+ = ay, = 1. Analog gilt 51 =--- =, = 1.
Dann ist aber
n—1
A, = ZAi =Apt1. %
i=1

Also muss fiir alle n € N m < n gelten. Von nun an sei n gerade. Dann existieren wie
ZUvor aq, ..., o, € Fo nicht alle Null mit

=1
Wie zuvor konnen wir folgern, dass > 1" a; = a1 = --- = a, = 1 gilt. Da aber n gerade
ist, folgt daraus > ;- ; a; = 0, Widerspruch. O

Aufgabe 4

Behauptung. Es sei P € R[z] ein nicht-konstantes Polynom mit reellen Koeffizienten.
Dann existiert ein durch P teilbares Polynom, bei dem alle Monome xP mit von Null
verschiedenem Koeffizienten eine Primzahl als Exponenten haben.

Beweis. Es sei d der Grad von P und py,...,p4,pi+1 € N paarweise verschiedene Prim-
zahlen. Mit Polynomdivision durch P erhalten wir fiir gewisse Polynome Q;, R; € R[z]

2Pt = Q;(x) - P(x) + Ri(x)
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fir alle i € [d + 1], wobei grad(R;) < d — 1. Nun sind die Q;(x) Elemente des R-
Vektorraums V' der Polynome vom Grad kleiner d. Dieser Vektorraum hat Dimension
d, also miissen Ri(z),..., Rq(z), Rgr1(z) linear abhingig sein und aq, ..., aq,ag41 € R

existieren mit
d+1

i=1

Insbesondere gilt

d+1 d+1

Dot =3 o (Qi(x) P(z) + Ri(x))
i=1 1=1
d+1 d+1
i=1 1=1

d+1
i=1

Hiermit wére der Beweis vollbracht. O
Aufgabe 5

Behauptung. Es seien Ay, ..., A, paarweise verschiedene gleichméchtige Teilmengen
einer endlichen Menge X mit der Eigenschaft, dass {|A; N A;| | 1 < i < j < m} hochstens

zweielementig ist. Dann ist m < (|X|2+2).

Beweis. Sei Aq,..., Ay, € ()T() fiir ein gewisses 0 < r < |X| mit der Eigenschaft, dass
H]A:NA;| |1 <i<j<m}| < 2. Es seien die Elemente von der letzten Menge s,t €
[r— l]m Weiter sei n := | X| und 0.B.d.A. X = [n]. Zu A C X, setze

v = Z e; € R™.
1€EA
Betrachte das Polynom
F:R" x Rna («T,y) = (<a:,y> - S) (<«T,y> - t) .

Wegen <v,4i,v,4j> =|A4; N Aj|, gilt

0, ]

F(va;,va;) = {(r s)(r—t), i=j.

Fiir ¢ € [m] betrachte

fz(l') = F(xv’UAi)'

4"Hat die Menge nur ein Element, so wéhle s = t. Zudem gilt letzte Ungleichung, weil sonst die zwei
Mengen gleich waren.
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Nun sind fi,..., fm € R[zy,...,2,] linear unabhéngig, denn: Seien a1, ..., a, € R so,
dass a1 fi + -+ + am fin = 0. Durch Einsetzen von va; erhélt man a;(r —s)(r —t) = 0,
also a; = 0. Beachte, dass

filz) = ({z,va,) — ) ((z,04;) = 1) .
Durch Ausmultiplizieren sieht man, dass jedes der f;(x) im von

zjap (1<j<k<n)z; (1<j<n)l

erzeugten R-Untervektorraum von Rz, ..., xy] ist. Somit gilt
n+1 n+1 n+1 n+ 2
Damit ware der Beweis vollbracht. O

Bemerkung A.3. Der Beweis ist sehr stark an den von Satz angelehnt. Wie aber
im spéteren Verlauf der Vorlesung klar wurde, ldsst sich diese Schranke verbessern (siehe
Satz oder gar Folgerung [2.10)).

Blatt 2

Aufgabe 1

Behauptung. Es sei A € P ([n]) ein Mengensystem mit der Eigenschaft, dass fiir alle
verschiedenen A, B € A die Méchtigkeit des Schnittes |A N B| gerade ist. Dann ist

Al < 272111 n=0 (mod 2)
+1, n=1 (mod 2)

fﬁrnZG@

Beweis. Es sei Ay die Menge der geraden Mengen in A und A,, die Menge der ungeraden
Mengen in A. Weiter sei V' der von A aufgespannte Fo-Untervektorraum in P ([n]) und
Vy und V,, entsprechend die Untervektorrdume aufgespannt durch A, bzw. A,. Da wir
fiir Mengen A, B € A,

(A,B) =da—p (mod 2)

haben, ist A, linear unabhéngig. Weiter wissen wir, dass V, C VL gilt, da wir fiir A € A,y
und B € A
(A,B)=|ANB|=0 (mod 2)

haben. Wéhle nun eine Basis B C A von V mit A, C B. Es gilt

n = dim(V) + dim(VL) > |B] + dim(V,) > [Ay| + 2 dim(V,) = 2°5* > gdim(%),
Also gilt
n—| Ay 2%, n=0 (mod 2
AL < [l + V] < JA 42575 < 1200 (mod 2) 0
272 41, n=1 (mod 2).

4Die Bedingung n > 6 ist notwendig, damit die letzte Ungleichung im Beweis gilt.
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Aufgabe 2 (Deza, 1973)

Behauptung. Es seien k,t < n natiirliche Zahlen und A C [n]*) sei ein Mengensystem.
Fiir alle verschiedenen A, B € A gelte |AN B| = t. Dann tritt mindestens eines der
folgenden Fille ein:

i) |A<Kk*—k+1,
(ii)  Es gibt eine t-elementige Menge T mit 7' C A fiir alle A C A.
Beweis fiirt = 1.

Fall 1: 3z € [n]: deg(x) > k + 1. Dann ist € A fiir alle A € A und somit {z} C A
fir alle A € A.

Fall 2: Vz: deg(x) < k. Sei A € A beliebig. Wegen deg(y) < k darf es pro Element
y € A hochstens (k — 1) weitere Mengen B € A geben mit y € B. Zusammen
haben wir damit |A] <1+ k(k—1) =k?> —k + 1.

Es folgt die Behauptung. O
Beweis fiir allgemeine t. Es sei A C [n](®) {t}-schneidend. Setze m = |A|.
Lemma A.4. Fiir alle z € [n] ist deg(x)(m — deg(x)) < m(k —t).

Beweis von Lemma[A.]) Setze L={Aec A|xe€ A},C=A\L.
Fir y € [n] \ {x} setze

ry=HAeL]ye A}, uy = {AeClye A},
sy={AeL]ygA}, v ={AeClydA}.
Weiter sei g, = 1,/ deg(z) und hy = u,/(m — deg(x)). Es gilt
0<(gy — hy)2 = gy(L = hy) + hy(1 = gy) = gy(1 — gy) = hy(1 = hy).
Multipliziere mit deg(z)(m — deg(x)):

m — deg(x) deg(z)

0 < ryvy + uysy — deg(z) TySy — muyvy.

Zuletzt summiere man iiber y:

0< > (B\C|-1)+ > [C\B|

(B,C)eLxC (B,C)eLXC
m — deg(z) / deg() /
_m—deew) B\ B| - 8% c\C
deg(z) (BJ;GEQ | | m — deg(z) (C,CZ)Ec2 | |

— deg() (m — deg(z)) (k — t — 1) + deg(x) (m — deg(x)) (k — 1)
— (m — deg(«)) (deg(x) — 1) (k — 1) — deg() (m — deg(z) — 1) (k — )
— — deg()(m — deg(x)) + (m — deg()) (k — ) + deg(x)(k — ¢)

Also ist m(k —t) > deg(z) (m — deg(z)). O
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Ab jetzt sei m > k% — k 4+ 2. Wegen dem Beweis fiir ¢t = 1 sei 0.B.d.A. t > 2 und k > 3.
Wir miissen eine t-elementige Menge T finden, sodass T'C A fur alle A € A.

Behauptung. Fiir alle z ist deg(z) <k —t¢+ 1 oder deg(zx) > m — (k—t+1).
Beweis der Behauptung. Sonst ist k —t 4+ 2 < deg(x) < m — (k —t + 2). Also ist
(k—t+2)[m—(k—1t+2)] <deg(z)(m —deg(z)) < m(k —1t).
Dann ist 2m < (k — t + 2)? < k2. Aber dann ist
2k =2k +4 <k = kK*+4<2k. 4 m

Wir zeigen, dass T' = {z € [n] | deg(x) > m — (k —t + 1)} die gewlinschte Menge ist.
Annahme. |T| > ¢+ 1.
Sei T" C T,|T'| < t+ 1. Die Anzahl der A € A mit 77 C A ist grofier gleich

k+2\2 k2
m—({t+1)(k—-t+1)> m—(é) > k2—k+2—z—k—1

3 k>3
= R -2%k+1S 15
Also ist |T'| < t. Zuletzt gentligt es zu zeigen, dass [ANT| > ¢ fir alle A € A ist: Sei
A € A beliebig. Angenommen [ANT| <t — 1. Eine Rechnung zeigt dann aber

(m—1)t+k=> [ANDB|
BeA

=) deg(x)

€A
<|ANT|m+ (k—|[ANT)(k —t+1)
=|ANT|(m—(k—t+1))+k(k—t+1)
(t—1)m+ (k—t+1)?
— k—t<(k—t+1)*—m
— m<(k—t+1)2*+t—k
=k - (2k+1—-t)t+1
<k —k+15%

VANRVAN

Damit ist T' die gesuchte t-elementige Menge und der Beweis vollbracht. O

Aufgabe 3

Behauptung. Es sei A C [n]?%) ein {0, 13, 17}-schneidendes Mengensystem. Dann ist

Al < @
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Beweis. Sei A C [n]% ein {0, 13, 17}-schneidendes Mengensystem. Es sei
B={Bi,...,Bx} C A

eine maximale Familie disjunkter Mengen von A. Es ist klar, dass k < |n/20]. Weiterhin
muss sich jedes C € A\ B mit einem Element B; schneiden fir ein i € [k], da B
maximal ist. Weiterhin schneidet C' genau ein B;, denn wiirde C' N B; # ) # C' N B; fur
1 <4 < j <k gelten, so haben wir dann

20 = |C| > |C' N By| + |C N B;| > 26 > 20. 4

Setze A; = {C € A| C'N B; # 0} fiir i € [k]. Beachte, dass |J ¥, A; = A. Wir zeigen
nun, dass fir alle i € [k] A; ein {13,17}-schneidendes Mengensystem ist: Es reicht zu
zeigen, dass sich verschiedene C, D € A; nicht-trivial schneiden. Wére das nun nicht der
Fall, so wire nach unseren Vorbemerkungen

{Bl,...,Bz'_l,C,D,BZ‘_H,...,Bk} cA

eine grofere Teilfamilie von disjunkten Mengen. %
(20)

Also findet man eine Partitionierung [n] = X; U...U X, sodass A; C X, ist. Nach
dem Satz von Ray-Chaudhuri-Wilson / Satz ist dann
A= 31l <3 (
=1 =1
1 & 1
=§Z(|Xr—\X|) = Z|X| —Z|X|
=1
§2< Z!X| ZUQ’) ()
i=1
nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung. Es folgt die Behauptung. O

Alternativer Beweis. Wir wenden den Satz von Alon-Babai-Suzuki / Satz an: Es
sei 0.B.d.a. n > 20. Setze p =13, L = {0,4} CF, und k =7 ¢ L. Beachte, dass dann A
als {0, 13, 17}-schneidendes System insbesondere L-schneidend ist. Also folgt direkt

s (i) =)

Das war zu zeigen. O

Aufgabe 4

Behauptung. Es seien Ly, Ly zwei disjunkte Teilmengen von Ny. Fiir ¢ = 1,2 sei A; C
[n]®*) ein L;-schneidendes Mengensystem. Dann ist

] |4, < (Z)
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Beweis. S, wirkt auf [n]*). Fiir 7 € S, ist 7 ¢ Ay = {7[A] | A € Ay} Ly-schneidend.
Also ist |[AjNme Ay < 1 fur alle 7 € S,,. Wiirde nédmlich A,B € A; N7 e Ay fiir
gewisse A # B gelten, so gilt, weil A; und 7 e Ay Lj-schneidend bzw. Lg-schneidend
sind, AN B € L1 N Ls. Das kann aber nicht sein, da L1 und Lo disjunkt sind. %

Der Rest des Arguments geht tiber doppeltes Abzédhlen: Einerseits ist nach unseren
obigen Feststellungen klar, dass

nl> > JAinTmedy= > > > lup
TESH A€ Ay BEAy meSK

gilt. Aus der Sicht von A € A;, B € Ay gibt es k! Moglichkeiten, wie 7 die Elemente
von B auf die von A abbildet und (n — k)! Moglichkeiten, wie die restlichen Elemente
abgebildet werden. Damit haben wir insgesamt

n! > |A1| [A2| Kl(n — k)! = <Z> > | A1l | Az . O

Blatt 3
Aufgabe 1

Behauptung. Es sei A C [n]3) ein {0, 18, 24}-schneidendes Mengensystem. Dann ist

a< ()

Beweis 1. Nach dem OddTown Satz / Satz folgt direkt

a<()-+=() :

Beweis 2. O.B.d.A. sei n > 33, sonst ist die Aussage trivial. Wir wenden den Satz von
Alon-Babai-Suzuki / Satz an: Setze p =2,k =1, und L = {0} C Fs.
Dan >33 > |L|+ 1 gilt, und

o |A] =33=21fiir alle A € A, und

o {0,18,24} 5 |AN B| =3 2 fiir verschiedene A, B € A,

gilt nach dem Satz nun [A] < (1) =n < (3). O

Beweis 3. Es sei B = {A1,...,An} C A eine Teilfamilie von disjunkten Mengen maxi-
maler Grofle. Beachte, dass jede andere Menge A € A\ B nur eines der Mengen in B
schneidet. Fiir A € B ist das klar, wiirde A ¢ B zwei verschiedene A;, A; € B schneiden,
so hatten wir

3B=JA>|ANA;|+|ANA;| >36.%

Es sei also A; .= {A e A| AN A; # 0} fiir i € [m], also 41 U...UA,, = A Weiter gilt
natirlich AN B =0 fir A € A;, B € A;, denn wire AN B # (), also |[AN B € {18, 24},
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so miisste wegen |C| = 33 fiir alle C € A bereits A; N A; # 0 gelten. 4 Also findet

man eine Partitionierung [n] = X; U...J X, sodass A; C XZ~(33) ist. Nach dem
[Ray-Chaudhuri-Wilson| ist dann

A= 314 <y (’X ')

i=1 i=1

(i Xl — i !Xz'|>

(1x:f* = |3
1 =1 =1

( im |X|) 2@

Damit wére der Beweis vollbracht. O

l\D\'—‘
Ms

[

M\H

Bemerkung A.5. Tatsédchlich hatte Reiher den dritten Beweis vorgesehen und meinte
danach: ,Hm, hétte ich 30 statt 33 gewahlt, so geht der [dritte] Beweis durch, wiahrend Sie
dann Schwierigkeiten hétten. Also lasst uns so tun, als wéire 30 immer gemeint gewesen.

Aufgabe 2

Behauptung. Es seien p eine Primzahl, L = {0,1,p} und k = p?. Dann existiert eine
nur von p abhédngige Konstante ¢ > 0 mit folgender Eigenschaft: Fiir alle n > k existiert
ein L-schneidendes Mengensystem A C [n]*) mit |A| > end.

Beweis. Betrachte zuerst den Fall n = p™,m > 2. Dann lassen sich die Elemente als
Vektoren in )" auffassen. Nehme dann als Familie A die Menge der affinen Ebenen, also
alle 2-dimensionalen Unterrdume

{a + X0+ pc: N\, peFp}

fir a,b,c € F)', wobei b und ¢ unabhéngig sind. Offensichtlich enthilt jede solche affine
Ebene genau p? Elemente.

Weiter ist klar, dass A dann tatséchlich L-schneidend sind: Ist 1 < |[U N'V| < p fiir zwei
affine Ebenen U,V € A, also z,y € UNV,z # y, so muss die ganze affine Gerade = +
AMy—=x) in UNV sein, also bereits |[U N V| = p gelten. Ist nun aber |U N V| > p, konkret

1,...,Zp, Tpr1 € U NV paarweise verschieden, so sind auch x1 — zpy1,...,Tp — Tpt1
paarweise verschieden und nicht Null, womit dann der affine Unterraum W = x,11 +
({x1 — xpy1,...,2p — xpy1}) mindestens Dimension 2 hat. Also gilt bereits U = W =V
und |[UNV] =

Als néchstes bestimmen wir die Méchtigkeit von A: In der Darstellung einer affinen
Ebene durch einen Stiitzvektor a € F" und Spannvektoren b, ¢ € F}' haben wir

’IF;”‘ = p™ Moglichkeiten fiir a,

. ’Fpm \ {0}’ = p™ — 1 Moglichkeiten fiir b, und
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Fy' \ ({b}>’ = p™ — p Moglichkeiten fir c.
Fiir die wahre Méchtigkeit von A miissen wir aber noch durch die Anzahl an méglichen
Darstellungen einer affinen Ebene A € A teilen. Dabei haben wir

o |A| = p? Méglichkeiten fiir a,

e |[(A—a)\ {0} = p? — 1 Méglichkeiten fiir b, und

o [(A—a)\ ({b})] = p* — p Moglichkeiten fiir c.

Damit ist
Al = Prem - D" —p) 0’
P> - 1)(p? —p) =~ 4p°
m+1'

Fiir allgemeine n > k, wiahle m gerade so, dass p™ <n <p
Wahlt man A wie zuvor, so gilt

m)3 3
= 6) >

4p 4p
Man kann als Konstante ¢ = ¢(p) = 1/(4p”) wihlen. O
Aufgabe 3
Behauptung. Es seien Aj,..., A, C [n] paarweise verschieden. Dann existiert x € [n]
derart, dass die Mengen A; \ {z},..., A, \ {z} paarweise verschieden sind.
Lineare Algebra Beweis. Als Elemente von P ([n]), fasse man Ay, ..., A, auf kanonische

Weise als Vektoren in Fy auf. Da dim(U) <n — 1 fir
U = <{A2 —Aq,..., A, —A1}> = ({A2+A1,...,An+A1}>

gilt, muss eines der Standardbasisvektoren {1},...,{n} nicht in U sein. Es sei {z},z €
[n], dieser Basisvektor. Dann gilt

fir alle 4,5 € [n],i # j. Also sind Ay \ {z},..., A, \ {z} paarweise verschieden. O

Graphentheoretischer Beweis. Wir modellieren das Problem durch einen Graph: Es sei
G = (V,E), wobei V.= P([n]) und £ = {AB| A,B € V,|AA B| =1}, mit anderen
Worten ist G das Hasse-Diagramm des Boolean Lattice. Wir farben nun die Kanten
AB € E mit dem eindeutigen Element in A A B und erhalten so eine [n]-Kantenfarbung
p von G.

Beachte, dass fiir verschiedene A, B € P ([n]) und z € [n] A\ {z} = B\ {z} dquiva-
lent ist zu p(AB) = z. Wir miissen also zeigen, dass fiir alle n verschiedenen Mengen
Aq,..., A, € V hochstens n — 1 Farben in G[{Ay,...,A,}| auftreten. Fiir eine nicht
auftretende Farbe z wéren dann auch A; \ {z},..., Ay, \ {z} verschieden.
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Hierfiir betrachten wir zuerst Kreise ' C G. Nun ist es so, dass fur AB € E wir
[|A|—|B|| =1und AN B € {A,B} haben,da 1 = |AAB| = |A\ B|+|B\ A|. Es sei
also A € V(C) eine grofite Menge in V(C) und B € V(C) eine kleinste Menge in V(C).
C lasst sich Spalten in zwei A-B-Pfade P, P’. Um von B nach A zu kommen, muss nach
unserer Vorbemerkung jedes Element A\ B als Farbe in P und P’ auftreten.

Also enthélt jeder Kreis (zumindest) eine Farbe doppelt. Es seien nun Ay, ..., A, € V(G)
paarweise verschieden und H = G[{Aj,...,A,}]. Wir behaupten nun, dass es einen
Spannbaum 7' C H gibt, sodass T alle Farben enthélt, die auch auf H enthalten sind.
Wihle hierfiir T so, dass es die grofitmogliche Anzahl an Farben unter allen Spannbéu-
men enthilt. Angenommen es gébe eine Farbe 4, die in H, aber nicht in T" enthalten ist.
Dann existiert e € E(H)\ E(T) mit p(e) = i. Da {e} UE(T) einen Kreis C, enthélt, und
auf einem Kreis eine Farbe doppelt aufkommt, existiert ein ¢’ € E(C.), sodass C, \ {€’}
mehr Farben enthélt als C. \ {e}. Aber dann ist 7" = (V(T),(E(T) U {e}) \ {€'}) ein
Spannbaum, der eine gréflere Anzahl an Farben als T hat. 4

Also existiert ein Spannbaum T mit allen Farben von H. Da aber T als Baum genau
n — 1 Kanten hat, ist die Anzahl an Farben in H hoéchstens n — 1.

Es folgt die Behauptung. O

Bemerkung A.6. Reiher merkte an, dass die Tatsache, dass sich der Beweis sowohl
mit der linearen Algebra und der Graphentheorie erbringen lésst, damit zusammenhéngt,
dass man letztlich allgemeiner gesehen die Matroid-Eigenschaften der beiden Teilgebiete
ausnutzt.

Beweis. Es sei Ay,..., A, C [n] paarweise verschieden. Es reicht zu zeigen, dass fiir eine
Familie A der Grofle n es dual ein Y mit [Y| < n — 1 gibt, sodass Y N Ay,..., Y N A,
verschieden sind. Wahle dann A = {A;,..., A} und z € [n]\ Y. Ist X;\ {z} = X, \ {z}
fiir ¢ # j, so wére insbesondere

Sei also A = {Ay,..., A} eine Familie der GroBe n mit Grundmenge X . Wir zeigen die
Aussage per Induktion tiber n: Ist n = 1, so kann man Y = () wihlen. Sei nun n > 1.
Wiéhle y € X, sodass
Al ={Ai|i€n],y & Ai}, A" ={Ai\{n} |i € [n],y € A}
nicht-leer sind. Da |A’| + | A”| = n, erhalten wir per Induktion Y/, V" mit |Y'| < |A'| —
1L, |Y"| < |A”| — 1, sodass die Mengen von A’ geschnitten mit Y’ bzw. die Mengen von
A" geschnitten mit Y verschieden sind. Setze Y = {y} UY’ UY”. Dann ist
V] <1+ (A =1)+ (A" - 1) = [A] -1

wie gewlinscht. O

Bemerkung A.7. Die Aussage stimmt nicht fiir n + 1 Teilmengen von [n]: Betrachte
die Mengen [n] \ {1},...,[n] \ {n},[n] C [n]. Egal welches Element x € [n] man be-
trachtet, es wird ([n] \ {z}) \ {z} = [n] \ {z} gelten. Dual kénnte man natiirlich auch
{1},4{2},...,{n},0 C [n] anschauen. Eine aufsteigende Kette startend bei () bis [n] wie
zum Beispiel 0, [1],[2], ..., [n] wire auch schlecht.

77



A LOSUNGEN zU DEN UBUNGSBLATTERN

Aufgabe 4

Behauptung. Es gilt x(G,) < 9". Mit anderen Worten kann man R™ so mit 9" Farben
farben, dass je zwei Punkte mit Abstand 1 verschiedenfarbig sind.

Hinweis. Man betrachte eine maximale Menge M C R"™ mit der Eigenschaft, dass
|l —y|| > 1/2 fiir alle verschiedenen z,y € M gilt. Warum kann man M so mit 9"
Farben farben, dass je zwei gleichfarbige Punkte mindestens den Abstand 2 haben?

Beweis. Wir zeigen zuerst den Hinweis: M ist abzdhlbar, da ein (abgeschlossener) Ball
mit Radius 1/4 hochstens zwei der Punkte in M enthélt und die Bélle mit Radius
und Mittelpunkt in /1/32 - Z™ abzdhlbar sind und R™ iiberdecken. Also kann man die
Elemente mq,mo, ... € M auflisten. M existiert aulerdem nach dem Lemma von Zorn@
Wir gehen jetzt greedy vor und geben m; eine beliebige Farbe und m;y; eine beliebige
Farbe, die keinem Punkt in M’ = {m; | j € [i],||miy1 — m; || < 2} bereits zugewiesen
wurde. Wir miissen nun zeigen, dass es tatséchlich moglich ist, also |M'| < 9™ bzw.
im (offenen) Ball um m;;; es weniger als 9" Punkte von M gibt. Hierfiir beobachte
man, dass By/4(m) C By/s(miy1) gilt fiir alle m € M’ und fiir je zwei verschiedene
mi1,mg € M' C M wir By 4(m1) N By 4(m2) = 0 haben. Damit ist aber

9 n
A" (Bg/4(0 i
< S0 _ () _g

wobei die erste Ungleichung gilt, weil man mit den Béllen nicht perfekt der Ball mit
Radius 9/4 iiberdecken kann.

Um nun die eigentliche Aussage zu zeigen wiahle man M wie oben und farbe entsprechend
die Punkte von M. Da M maximal war, existiert fiir jeden Punkt 2 € R"\ M einm € M,
sodass ||z —m|| < 1/2. Farbe z dann mit derselben Farbe wie m. Angenommen diese
Férbung wére nicht giiltig. Dann existieren gleichgefiarbte z,y € R™ mit ||z — y|| = 1.
Dies impliziert aber, dass {z,y} € M. O.B.d.A. sei deswegen = € R™ \ M. Dann wurde
x entsprechend der Farbe eines m, € M mit ||z — my| < 1/2 gefdarbt. Gleiches gilt fiir
y fiir ein gewisses m, € M, wobei eventuell m, = y, aber immer ||m, —y|| < 1/2 gilt.
Beachte, dass wegen

L=z =yl < [lz = ma|l + [Ime —my[l + Imy =yl <1+ [lme —m,|

|maz —my| > 0 gilt, also ms, my verschieden sind. Nun sind m, und m, zudem aber
gleichgefarbt und

[me = my|| < llme — 2| + [l =yl + [ly —myl <2.%

Also ist die Farbung doch giiltig und der Beweis erbracht. O

49Sehr konstruktiv. . .
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Aufgabe 5

Behauptung. Fiir n > 3 seien Sy, ..., S, € R? senkrechte (d.h. zur y-Achse parallele)
Strecken. Fiir alle {i, j,k} € [n]®® gebe es eine Gerade g; ; 1, die S;, S; und S, schneidet.
Dann gibt es eine Gerade, die alle gegebenen Strecken schneidet.

Beweis. Es seien St,...,S, C R? n > 3 senkrechte Strecken, sodass fiir alle {i,j, k} €
([g]) es eine Gerade g; ;1 gibt, die S;, S; und Sy schneidet. Da die S; senkrecht sind, ist
S; = {xi} x [y}, y?] fiir gewisse z;, y}, y? € R. O.B.d.A. sind alle z; paarweise verschieden.
Sonst gébe es i # j mit x; = x;, wo dann jede Schnittgerade, die beide schneidet, gerade
{z;} x R ist und damit bereits z; = - - - = x,, gilt. Weiter sei

Xi={(a.,b) € B |y} <az; +b<y?}

fiir ¢ € [n]. Beachte, dass X; die Menge aller moglichen Parametrisierungen einer nicht
senkrechten, S; schneidenden Gerade sind.
Diese Mengen sind konvex, denn ist (a,b), (a’,b’) € X;, so gilt fiir alle A € [0, 1]

(Aa + (1 = N)a")zi + (A0 + (1 = M) = Aaw; +b) + (1 = N)(a'z; + V) € [y}, 47].
Weil alle S; unterschiedliche z; haben, gilt nach Voraussetzung

9ijk € XiﬂXj N X 750)

fir {4,5,k} € ([g]). Nach dem |Satz von Helly| folgt damit bereits X1 N --- N X, # 0.
Insbesondere existiert (a,b) € R, sodass die Gerade aR + b alle X; schneidet. d
Blatt 4

Aufgabe 1

Behauptung. Es existiert eine Folge (A;,)men konvexer Teilmengen des R", sodass sich
je n+ 1 Mengen schneiden, aber ,,cn Am = 0.

Beweis. Setze Ay, = {x € R" | (x,e1) > m — 1} fiir alle m € N. Mit anderen Worten ist
Ay, der abgeschlossene Halbraum, die in ihrer ersten Koordinate grofler gleich m — 1
sind. Wir wissen, dass damit alle A4,, konvex sind: Sind z,y € A,,, so auch Ax + (1 —\)y
fir alle A € [0,1], denn

A+ (1 =Ny, er) ANz, er) + (1 — N (y,e1) >m — 1.

Wir wissen zudem, dass A1 C Ay C ... Insbesondere schneiden sich je n + 1 Mengen.
Andererseits ist aber klar, dass ey Am = 0, denn fiir alle z = (z1,...,z,) existiert
ein m € N mit m —1 > x1, womit z ¢ A,, gilt. O

Bemerkung A.8. Das Beispiel zeigt genauer, dass Beschrinktheit notwendig ist bei
der [unendlichen Version vom Satz von Helly| Fiir ein Beispiel der Notwendigkeit der
Abgeschlossenheit, definiere B, = {z € R" | ||z — (1 —27™) - e1|| < 27™} fiir m € Np.
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Aufgabe 2

Behauptung. Es seien A, B C R"™ zwei disjunkte, endliche Punktmengen. Fiir jede
Menge Z C AU B von n + 2 Punkten, gebe es eine Hyperebene H, die AN Z streng von
BN Z trennt. Dann gibt es eine Hyperebene, die ganz A streng von B trennt.

Hinweis. Von einer Hyperebene H sagt man, sie trenne zwei Punktmengen X und Y
streng, wenn von den beiden offenen Halbraumen, in die R™ \ H zerféllt, der eine X und
der andere Y enthalt.

Beweis. Fiir a € A setze K, = {(co,c1,...,¢n) € R"™ | ((c1,...,¢n),a) > cp}. Fiir
b € B setze K, = {(co,c1,...,¢n) € R | ((c1,...,¢,),b) < co}. Beachte, dass diese
Mengen konvex sind: Gilt fiir x € R™, (co, c1,. .., ¢n), (do, d1, ..., dy,) € R*T1

<(Cly-~-,Cn),$>§CO <(d17"'adn)a$>§do,

so folgt fiir alle A € [0, 1]
At ve) + (1= A)(dr,. . dn), 7) ZAco + (1= N)do.

Nach den Voraussetzungen wissen wir, dass je n + 2 dieser Mengen sich schneiden. Also

existiert nach dem [Satz von Helly| ein

(co,cl,...,cn) € m K, N ﬂ K.
acA beB

Die Hyperebene {x € R™ | ((c1,...,¢n),x) = co} tut es dann. O

Aufgabe 3

Behauptung. Es sei K C R"” eine kompakte, konvexe Menge. Dann existiert ein Punkt
z € K mit folgender Eigenschaft: Sind v und v Randpunkte von K, fiir die z auf der
Strecke wv liegt, so gilt

e —ull < = flu =]
zZ—u u—vl.
“n+1
Beweis. Es sei K kompakt und konvex. Fiir z € K setze K, =z + 15 (K — z).
Je n + 1 diesr Mengen schneiden sich: Es seien z1,...,z,41 € K. Es geniigt
1+ Tpp
—m e Ky N NKg,
zu zeigen. In der Tat ist fiir alle i € [n + 1]
14 Tngr i + n (Zyé[n],y#l J _xi) € K.,
n+1 n+1 n
€K

Nach dem existiert also z € (,cx K. Seien u,v € 9K mit z € ww. Wegen

z€ K, gibtesu € Kmit z—u=mn/(n+1)- (v —u). Dann «' € zv und

/
— — ||y — < U — . O]

n
“n+1
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Aufgabe 4 (Satz von Steinitz)

Behauptung. Es seien A C R" beliebig und z ein innerer Punkt der konvexen Hiille
von A. Dann existiert eine Menge B C A mit |B| < 2n existiert, fiir die 2 ein innerer
Punkt der konvexen Hiille von B ist.

Beweis. Es sei A € R”. O.B.d.A. sei x =0 und 0.B.d.A. A endlich.

Letzteres diirfen wir ohne Einschridnkung annehmen, denn — wére dies nicht der Fall
— so betrachte einen hinreichend kleinen Ball B mit Mittelpunkt x, der komplett in
H(A) ist. Mit den Ecken eines Hyperwiirfels, der in seinen Ecken gerade so B beriihrt,
haben wir dann innerhalb deren konvexen Hiille . Da wir zudem nach dem [Satz vonl
jeden der 2n Ecken des Hyperwiirfels als Linearkombination von n + 1
Punkte in A nehmen konnen, ist damit insgesamt x in der inneren Hiille von 2n(n + 1)
Punkten in A und wéren damit fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass wir von diesen
2n(n 4 1) 2n auswahlen konnen, sodass = im Inneren dieser ist.

Es sei also A endlich und H(A) damit ein Polytop. O.B.d.A. ist z = 0 ¢ A. Wéihle eine
Gerade g durch z, sodass diese nie die konvexe Hiille von n — 1 Punkten aq,...,a,_1 aus
A trifft. Beachte, dass dies moglich ist, da die Hiille von n — 1 Punkten, als Teilmenge
einer n — 1-dimensionalen Hyperebene, eine Lebesgue Nullmenge bildet.

Durch die Wahl der Gerade schneidet g 0H(A) in dem Inneren von zwei Facetten von
H(A). Mit anderen Worten wird also durch diese Gerade z auf das Innere von zwei
verschiedenen Facetten von H(A) projiziert. Seien z!, 22 die Schnittpunkte und A\ €
(0,1), sodass Az! + (1 — A\)z? = x. Da eine Facette von H(A) die Konvexkombination

von n Punkten in A ist, existieren A}, ... A\ € (0,1), ) /\§ =1lunddl,...,a} € A,
sodass «* = > 7_; Aia’, i € [2]. Somit ist
n n n
z=Y A Aaj+Y (1-X)Aa], DANIT =N =1
=1 —~— j= 1 —— j=1
€(0,1) €(0,1)

Also ist z ein innerer Punkt der konvexen Hiille von den (hoéchstens) 2n Punkten. [
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Bemerkung A.9. A = {+ey,...,+e,} CR"” und 0 € R"™ zeigen, dass 2n optimal ist.

Aufgabe 5

Man nennt A C P ([n]) eine Antikette, wenn A ¢ B fiir alle verschiedenen A, B € A gilt.
Ein Satz von Sperner besagt, dass | A| < (LnT/LQ J) fiir jede Antikette A C P ([n]) gilt.

Behauptung. Der Satz von Sperner folgt aus dem Lemma von Bollobés / Lemmam
Beweis. Es sei A= {Ai,...,An} eine Antikette. Setze B; = [n]\ A4; fur alle i € [m]. Da
A eine Antikette ist, gilt A; ﬁBj = AZ\A] #* 0 #* AJ\AZ = Aj N B; furi,j € [m],z #7j.
Nach Lemma gilt also

m 1 =

Beachte, dass (\Xﬂ) < (jnjoy) fiir alle i € [m] gilt. Also ist

—_

&

Blatt 5
Aufgabe 1

Behauptung. Folgende Version vom Lemma von Bollobds / Lemma ist falsch: Es
seien Aq,...,Am,B1,...,B,, endliche Mengen. Wenn A, N B; = () fir allei =1,...,m
und A; N B; # 0 fiir 1 <i < j <m, dann ist

m 1
> (AT <L

=1 |A;

Beweis. Es sei n € N mit n > 2. Definiere fiir i € [n]
Ai={i+1,i+2,...,n} B; = [i].
Dann gilt fir 1 <:<j<n
ang =" o
{i+1,i+2,...,5}, i<}j.

Insbesondere erfiillen A4, ..., A,, B1, ..., B, die Voraussetzung der Version des Lemmas.
Da zudem |A4;| =n — ¢ und |4; U B;| = n gilt, folgt

" 1 " 1 n>1 1
Z [A:|+|B;] Z ( n ) > (n) 1.4 O
i=1 | A i=1 \n—1 0
——
>0
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Bemerkung A.10. Das simpelste Gegenbeispiel ist wahrscheinlich A; = By = {1} und
As = By = (). Hier ist
2
_ 2
Z | 45|+ Bily

= (AT

Laut Reiher ist es tatséchlich so, dass die Summe der Kehrwerte sogar beliebig grofl
werden kann.

Aufgabe 2

Behauptung. Es seien X7, X9 zwei disjunkte Mengen und X = X; U Xy ihre Vereini-
gung. Ferner seien r1,79,51,82 € Nund Ay,..., A, By, ..., By, Teilmengen von X.

Es gelte

o |A;N Xy =r, und |B; N Xg| = si fur alle ¢ € [m], k € [2],
o A;NB; =10 fir alle i € [m)],
e A;NBj# () wann immer 1 <i < j <m.

(7“1 + 81) (’I”Q + 82>
m < .
1 T2
Beweis. Wir emulieren den Beweis von Satz Wir definieren fiir i € [m)

az(l’) — (HaeA,ﬂXl (l‘ — Oé)) bz(l‘) — (HﬁeBmxl (l‘ — ,8)) '

HOKGAiﬂXQ (z —a) HBeBsz(x -B)

Dann gilt

Wir setzen Res: (R[z])? x (R[z])? — R, ((p1,p2), (q1,92)) — Res(p1,q1) - Res(pa, ¢2),
wobei Res(, -) die Resultante ist. Nach den Voraussetzungen und Lemma ist

o Res(a;, b;) # 0 fiir alle i € [m], und
e Res(a;,b;) =0 fiir alle 1 <4 < j < m.
Weiter seien yo, ..., Ys,, 20, - - . , s, Weitere Variablen und

p— [VoTmzt -ty
20+ 218 4 -+ 2522 )

Komponentenweise fassen wir dann b als ein Polynom in x tiber R|yg, y1,...,ys,] bzw.
R[z0, 21, - . ., 2s,] auf. Fir alle i € [m] ist Res(a;,b) € V, wobei V' der R-Untervektorraum
von R[yo, ..., Ysys 20, - - -, Zs,] iSt, welcher von allen

UL VAL CRUR e

mit po + -+ + ps, = 71,00 + -+ + Vs, = r2 aufgespannt wird.
Wir zeigen als néchstes, dass (Res(a;));c[,) linear unabhéngig sind:
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Angenommen, es gibe A1, ..., Ay € R, die nicht alle Null sind, sodass
m
Z )\iRNGS(CLi, b) =0.

Sei j € [m]| maximal mit A\; # 0. Durch Einsetzen von b; erhalten wir

Z Ai Res(a;, bj) + \j Res(aj, bj) + Z A\i Res(a;, b)) =0.%
N

1<i<y -0 20 m>i>j
Wegen der linearen Unabhéingigkeit gilt also m < (”tsl) : (TQ;ZS?). O
Aufgabe 3
Behauptung. Es sei n € N und m die kleinste natiirliche Zahl ist, sodass (affine)
Ebenen Ei, ..., E,, C R? mit den folgenden Eigenschaften existieren:
o Keine der Ebenen enthilt (0,0, 0).
o Bis auf dem Ursprung wird jeder Punkt des Wiirfels {0, 1,... ,n}3 von einer der

Ebenen tiberdeckt.
Dann ist m = 3n.

Beweis. Wir zeigen zuerst m < 3n: Die Familie an (affinen) Ebenen gegeben durch
({zi = j})ie3),jem) tut das gewiinschte und besitzt 3n Elemente.
Fiir m > 3n gehen wir wie im Satz [5.4] vor: Angenommen m < 3n. Es seien

(as, ) = b; (i € [m])

die Gleichungen von FEy, ..., F,,. Dann ist b; # 0 wegen 0 ¢ H;. Betrachte das Polynom

P($1,$2,1‘3):ﬁ(bi— CLz, <Hb>H (ﬁk_kx]>

i=1 k=1

Offensichtlich hat P Grad 3n und das Monom z7 - 2% - % kommt in P vor. Nach
dem [kombinatorischen Nullstellensatz] gibt es also v = (v1,v2,v3) € {0,1,...,n}> mit
P(v1,v9,v3) # 0. Angenommen v # (0,0,0). Dann wird v von einen der Ebenen iiber-
deckt, womit

m

H(bl - <ai,’U>) =0
i=1
gilt. Da aber es eine Koordinate von v nicht Null ist, muss zudem

)

J k=1

gelten. Also ist P(v1,v2,v3) = 0. %4 Daher muss v = (0,0,0) sein, aber

P(0,0,0) Hb (ﬁb>ﬁ<£1>:

Also ist m > 3n und insgesamt m = 3n. O
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Aufgabe 4

Behauptung. Es seien p eine Primzahl und G ein Graph. Es sei A(G) < 2p — 1 und
d(G) > 2p — 2. Dann besitzt G einen nicht-leeren p-reguliren Teilgraphen.

Hinweis. Man ordne jeder Kante e von G eine Variable z. zu und betrachte ein Polynom
P iiber [Fp.

Beweis. Es sei G = (V,E) mit A(G) < 2p —1 und d(G) > 2p — 2. Fir v € V sei
E, :={e€ E | v € e}. Wie im Hinweis beschrieben, ordnen wir jeder Kante e von G eine
Variable z. € {0,1} zu. Setze

ro- 1 [ (- (5 4))

Wegen den Voraussetzungerﬂ ist klar, dass P(x) = 0 ist, wenn die Eins-Komponenten
von x entweder der Kantenmenge des leeren Graphens oder eines nicht p-reguldren
Graphens entsprechen. Andererseits, wenn die Eins-Komponenten einem nicht-leeren,
p-reguldren Graphen entsprechen, so gilt nach dem Satz von Wilson

Pa)=[[(=@-1D)-0=1 (mod p).
veV _ M

~JI (1 - =) € Fyl{ae | e € E}].

eckE

—1 (mod p)

Klar ist, dass deg(P(z)) < |E|. Wir werden jetzt zeigen, dass tatsichlich Gleichheit gilt,
also das Monom [].cp x. in P(x) enthalten ist. Es geniigt hierfiir zu zeigen, dass

o n (- ()]

nicht [[.cg z. enthdlt. Hierfiir mache man folgende Beobachtung: Fiir fixes v € V' hat
der innere Term ho6chstens Grad p — 1. Durch das Bilden des ganzen Produktes ist also
der Grad hochstens V| (p—1). Aus d(G) > 2p — 2 folgt aber mit dem Handschlaglemma

2|E] _ Y vev deg(v)
14 V|

=d(G)>2p—-2 = |E|>(p—1)|V].

Also kann einfach wegen dem zu kleinen Maximalgrades [].c g 2 nicht in Q(x) enthalten
sein.

Demnach ist [].c g ze das Monom maximalen Grades in P, womit nach dem
Irischen Nullstellensatz| # € {0,1}* mit P(z) # 0 existiert. Dieses z entspricht unserem
gesuchten nicht-leeren, p-regulidren Teilgraphen von G. O

"Hauptsichlich A(G) < 2p — 1.
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Beweis mit anderem, dhnlichen Trick. Man wahle stattdessen

P(z) = H 1-— (Z xe)p_ - H(l—xe).

veV ecEy ecFE

Man nutzt statt den Satz von Wilson dann den kleinen Satz von Fermat, das Prinzip ist
aber dasselbe. O

Aufgabe 5

Behauptung. Es seien p eine Primzahl, d € N und G ein Graph mit mehr als d(p — 1)
Ecken. Dann existiert eine nicht-leere Menge U C V(@) existiert, fiir die die Anzahl der
U schneidenden d-Cliquen in G durch p teilbar ist.

Hinweis. Man ordne jeder Knoten v von G eine Variable z, zu und betrachte ein
Polynom P iiber [F),.

Beweis. Es seien p eine Primzahl, d € N und G = (V, E) ein Graph mit |V| > d(p — 1).
Setze D fur die Familie (der Knotenmengen) aller d-Cliquen in G. Wie im Hinweis
beschrieben, ordnen wir jedem Knoten v € V eine Variable x,, € {0,1} zu. Setze

p—1
P(z) = Hv(l —xy) + 1:[1 i — DX;) (1 - 117(1 - :c))] € Fy[{z, |v eV}

Ist £ = 0, so gilt nach dem Satz von Wilson
p—1
P(w)zl—i—H (i— Z(l—l)) =14+(p-!'=0 (mod p).
i=1 DeED

Wiére U C V nicht-leer, sodass die Anzahl an U schneidenden d-Cliquen nicht durch p
teilbar ist, so gilt zum korrespondierenden x

Z <1— H(l—xv)) Z0 (mod p).

DeD veD

Also ist dann

p—1
P(m)zO—i—[[l i—;}(l— q)(l—xv))] =0 (mod p).

Andererseits gilt fiir nicht-leere U C V, wo die Anzahl an U schneidenden d-Cliquen
durch p teilbar ist,

Z (1— H(l—azv)> =0 (mod p)

DeD veD
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fur das korrespondierende x. Also ist dann

p—1
P(z)=0+ H (t—0)=-1 (mod p)
i=1

nach dem Satz von Wilson. Wir sehen also, dass fiir 2 € {0,1}" P(z) genau dann Null
ist, wenn x zu einer nicht-leeren Teilmenge U C V korrespondiert, wo die Anzahl an U
schneidenden d-Cliquen durch p teilbar ist.

Wir betrachten jetzt genauer P. Klar ist, dass von

p—1
11 [i— > (1— H(l—mﬁ)]
i=1 DeD veD

der innere Term hochstens Grad d hat, also der Term insgesamt hochstens Grad d(p—1)
hat. Da aber |V| > d(p — 1), ist der Grad von P gerade |V| und [],cy 2, ein in P
enthaltenes Monom maximalen Grads.

Also existiert nach dem [kombinatorischen Nullstellensatz| € {0,1}" mit P(z) # 0.
Damit existiert ein nicht-leeres U C V, sodass die Anzahl der U schneidenden d-Cliquen
durch p teilbar ist. ]

Bemerkung A.11. Man kann wie bei auch hier wieder umformen. Die
,Briicke“ vom kleinen Satz von Fermat zum Satz von Wilson ist die Polynomgleichung

p—1

[[G-y=y"-1

i=1
iiber F),. Man sieht, dass die beiden Polynome denselben Grad haben und nach dem

kleinen Satz von Fermat sie in ihren Nullstellen (I, \ {0}) iibereinstimmen. Also sind
sie (iiber IF,,) gleich. Insbesondere liefert er fiir y = 0 gerade den Satz von Wilson, und

aquivalent hitte man in auch

> <1 -] —a:v))rl —1

DeD veD

Plx)=[]Q-=,)+

veV

setzen konnen.

Blatt 6
Aufgabe 1

Behauptung. Es seien p eine Primzahl und n € N. Dann besitzt jede Folge Pi,...,
Prp-1)+1 € F}y von Vektoren eine nicht-leere Teilfolge, deren Summe Null ergibt.

Bemerkung A.12. Man darf n(p — 1) + 1 nicht durch n(p — 1) ersetzen, denn
Pla"'7Pn(p—1)

mit P; = ef;/p—1)] besitzen keine nicht-leere Teilfolge, deren Summe Null ergibt.
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Beweis. Es seien Py, ..., Py,_1)41 € F) beliebig. Fiir Konkretheit sei a; ; die i-te Kom-
ponente von P;. Aquivalenterweise suchen wir

0= (01, Uagoye) € {0,117V (oD

sodass fur alle ¢ € [n]

n(p—1)+1
> aij-v;=0 (mod p).
j=1
Hierfiir definieren wir Polynome fi,..., f, € Fp[z,. .. ,xn(p_l)_H] durch
n(p—1)+1
-1
fi(z1, . Tnp—1)+1) = Z aij - :c?
j=1

Die Summe der Grade der f; ist n(p — 1) < n(p — 1) + 1, also ist nach dem
[Chevalley-Warning| die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen durch p teilbar. Da x = 0
eine gemeinsame Nullstelle ist, muss es insbesondere also auch gemeinsame Nullstellen
z # 0 geben. Wihlt man nun v; = ¥ 71, so ist das dann ein gewiinschter Vektor v nach
dem kleinen Satz von Fermat. O

Bemerkung A.13. Bis auf das angegebene Beispiel kann man natiirlich fiir eine Basis
b1, ..., b, dann als Folge jedes der b; (p—1) mal nehmen. Allgemein bleibt die Eigenschaft
fir affin lineare Abbildungen (mit vollem Rang) erhalten.

Tatséchlich ist aber ungeklért, wie allgemein all diese Konfigurationen aussehen.

Der Fall n = 2 ist aber gelost. Da gibt es im Grunde 2 Typen.

Typ 1: Man hat (bis auf die Anwendung einer affin linearen Abbildung vollen Rang)
p — 1 mal in der Folge (1,0) und p — 1 Punkte der Form (b1,1),..., (bp—1,1),
wobei b; € F), fiir alle ¢ € [p — 1]. Da man nur p — 1 mal den Punkt (1,0) hat,
muss man einen der (b;, 1) nehmen. Aber von denen hat man nur p — 1 Stiick,
sodass also die hintere Komponente der Summe nicht Null ist.

Typ 2: Man hat (bis auf die Anwendung einer affin linearen Abbildung vollen Rang)
p — 2 mal den Punkt (1,0) und p Punkte (b1,1),...,(bp, 1), sodass > | b; =
1 (mod p). Eine sich zu Null aufsummierende Folge kann nicht nur aus den
(1,0)’en bestehen, also muss sie einen Punkt (b;, 1) enthalten. Dann muss man
wegen der zweiten Koordinate alle (b;,1)’s enthalten. Da die Summe der b;’s
gerade Eins ist, brauchten wir dann p — 1 mal den Punkt (1,0), haben aber nur
p — 2 mal diesen.

Tatséchlich gilt folgender Satz:

Ist Py, ..., Py 9 € IE‘IQ) eine Folge ohne nicht-leere Teilfolge mit Summe Null, dann
muss die Folge von Typ 1 oder Typ 2 sein.

Dieser Satz kann beispielsweise (sehr kompliziert) mit dem [kombinatorischen Nullstel-|
[ensatz bewiesen werden.
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Aufgabe 2

Behauptung. Es sei p eine Primzahl. Dann besitzt jede Folge Pi, ..., Py,—2 € FI% eine
Teilfolge der Léange 2p, deren Summe Null ergibt.

Beweis. Essei |X| = 4p—2. Der Notation aus dem Skript folgend wollen wir (2p | X) > 0
zeigen. Hierfiir liefert Bemerkung

1—(p|X)+2p|X)—@Bp|X)=0 (mod p).

Also muss mindestens einer der (p | X), (2p | X), (3p | X) nicht Null sein.

Ist (2p | X) > 0, so sind wir fertig. Ist (3p | X) > 0, so existiert eine Teilfolge X’ von
X der Lange 3p mit Y X’ = 0. Das [Lemma von Alon-Dubiner] liefert, dass (p | X') > 0
ist. Ist X” eine entsprechende Teilfolge X” der Lange p aus X, so ist dann X'\ X" eine
Teilfolge der Lange 2p und > (X' \ X") =Y X' —->X"=0-0=0.

Ist (p | X) > 0, so existiert eine Teilfolge A von X der Linge p und }> A = 0. Es
sei Y = X \ A die zu A komplementéare Teilfolge. Nach Lemma ist dann 1 — (p |
Y)+(2p|Y) =0 (mod p).Ist (2p | Y) > 0, so sind wir wieder fertig. Sonstist (p | Y) > 0
und damit kénnen wir die entsprechende Teilfolge mit der Teilfolge A vereinen zu einer
Teilfolge von X der Lénge 2p mit Summe Null. O

Bemerkung A.14. 4p — 2 ist wieder optimal: Fiir ein Gegenbeispiel wihle man p — 1
mal den Punkt (0,1), p — 1 mal den Punkt (1,0) und 2p — 1 mal den Punkt (1,1).

Angenommen wir hétten eine Teilfolge mit Summe Null. Wiirde die einer der (1,0)-
er ((0,1)-er) enthalten, so muss man entsprechend mit den (1,1)-en ausgleichen. Deren
Gesamtanzahl deutet daraufhin, dass man dann (in Z) sich in der ersten (zweiten) Koor-
dinate zu p oder 2p aufsummieren muss. Nun, man kann nicht nur die (1, 1)-en enthalten,
denn wir wollen eine Folge der Liange 2p. Ohne Einschrankung enthalte die Folge noch
(1,0) k € [p—1] mal. Da man mit den (1,1)’en dann ausgleichen muss, enthélt die Folge
p—kelp—1]oder2p—k e {p+1,...,2p—1} mal (1,1). Dann sind wir aber in der
zweiten Koordinate nicht Null. Im ersten Fall miissen wir, um nicht Null zu sein dann
auch k£ mal (0,1) enthalten, was aber dann p + k < 2p Terme in der Folge gibt. Im
zweiten Fall erhdlt man dann 2p + k£ > 2p viele Terme. 4 O

Aufgabe 3

Behauptung. Es sei p eine Primzahl. Jede Folge P, ..., P53, 2 von Vektoren der Ebene
IE‘]% eine nicht-leere Teilfolge mit Summe Null besitzt, deren Lénge héchstens p betragt.

Beweis. Es sei X eine Folge der Lange 3p — 2. Nach Lemma [6.7] ist
1—(p|A)+(2p|A)=0 (mod p).

Ist (p | X) > 0, so sind wir fertig. Sonst ist (2p | X) > 0. Es sei also B eine Teilfolge
von X der Lange 2p mit Summe 0. Da insbesondere |B| > 2p — 1 gilt, existiert nach
eine nicht-leere Teilfolge C' von B mit Summe 0. Also tut es entweder C' oder
die komplementéare Folge B\ C. O
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Bemerkung A.15. 3p — 2 ist tatséchlich bestmoglich. Hierfiir betrachte man die Folge
mit p—1 mal (1,0), p—1 mal (0,1) und p—1 mal (1,1). Angenommen es géibe eine nicht-
leere Teilfolge mit Summe 0. Eine Folge kann nicht nur aus (1, 1)-en bestehen. O.B.d.A.
enthalte die Folge also (1,0). Man muss, damit es in der ersten Koordinate Null ist, mit
(1,1) ausgleichen. Die Gesamtanzahl an (1,0)-en und (1,1)-en deutet daraufthin, dass
man vorne (in Z) sich zu p aufsummieren muss. Enthélt die Teilfolge k£ € [p — 1] mal
(1,0), so muss man auch p —k € [p— 1] mal (1,1) enthalten. Dann muss man aber zum
Ausgleich in der zweiten Koordinate k& mal (0,1) enthalten. Damit wire die Teilfolge

dann von der Lange k+ (p— k) + k=p+k > p. O
Aufgabe 4

Behauptung. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n. Dann besitzt
jede Folge ay, ..., a, von Elementen von G eine nicht-leere Teilfolge, deren Summe Null
ergibt.

Beweis. Es sei G eine endliche, abelsche Gruppe der Ordnung n € N und a4, ..., a, eine
Folge von Elementen in G. Wir setzen s; = .4, ay, fiir k € [n).

Gilt s; = s; fiir gewisse 1 < ¢ < j < n, so wahle als Teilfolge a;11,...,a;. Dann ist

namlich 0 = S5 — 8 = Zi:i-i—l ag.
Sind alle s;,i € [n], verschieden, so muss insbesondere i € [n]| existieren mit s; =
Y k=1 ar = 0 sein. Wihle also dann als Teilfolge aq, ..., a;. O

Bemerkung A.16. Die Aussage folgt fast schon direkt aus

Aufgabe 5
Behauptung. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n. Die Folge

aiy...,0n-1

von Elementen von G besitze keine nicht-leere Teilfolge mit Summe Null. Dann ist G =2

Z/nZ und a; = - -+ = a,_1 ein erzeugendes Element von G.

Beweis. Es sei G eine endliche, abelsche Gruppe der Ordnung n € N und aq,...,an—1
eine Folge, welche keine Teilfolge enthélt, die Summe Null hat.

Wir wenden denselben Trick wie zuvor an und erhalten, dass a1, a1+a9, ..., a1+ - -+an—1

paarweise verschieden und nicht Null sind. Somit muss
{a1,a1 +az,...,a1+ -+ ap—1} = G\ {0}

gelten. Jetzt wenden wir denselben Trick wie zuvor an, wobei wir aber die Rollen von
a1 und a9 tauschen. Wir erhalten

{ag,a1 +az,...,a1 + - -+ a1} =G\ {0}.

Also muss a; = ay sein. Wendet man denselben Trick fiir (a2, as), (as,as), ... an, erhilt
man schliellich ¢ == a; = -+ = a,_1. a hat nach den obigen Beobachtungen Ordnung
n, und damit ist G = Z/nZ. O
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